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Resumo

Neste estudo explora-se o Teorema de Pitdgoras e vérias generalizagdes envolvendo esse teorema,
com recurso ao GeoGebra e a processos analiticos. Para tal, estabeleceram-se os dois seguintes
objetivos na exploracdo das tarefas propostas: 1) discutir as potencialidades do uso do GeoGebra;
e 2) analisar a dimensao matemética desenvolvida. Exploradas as tarefas propostas, verificou-se
que o GeoGebra mostrou ser uma ferramenta com elevado potencial para criar e analisar
exemplificacdes das generalizagdes estudadas e, complementarmente, proporcionou pistas para a
prova dessas generalizag¢Oes. J4 do ponto de vista matematico, salienta-se a grande diversidade de
objetos matemadticos intervenientes no estudo das generalizagdes, bem como suas relacdes, de
entre os quais se destacam os argumentos desenvolvidos na prova. Donde, globalmente, as tarefas
propostas sdo especialmente adequadas para realizar sinteses de aprendizagens anteriores,
podendo os alunos trabalhar em pequenos grupos em trabalhos de projeto.

Palavras-Chave: Teorema de Pitdgoras; generalizacdes; GeoGebra.

Abstract

This study explores the Pythagorean Theorem and several generalizations involving this theorem,
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using GeoGebra and analytical processes. To this end, the following two objectives were
established in exploring the proposed tasks: 1) discuss the potential of using GeoGebra; and 2)
analyse the mathematical dimension developed. After exploring the proposed tasks, it was found
that GeoGebra proved to be a tool with high potential for creating and analysing exemplifications
of the generalizations studied and, in addition, provided clues to proof these generalizations. From
a mathematical point of view, the great diversity of mathematical objects involved in the study of
generalizations, as well as their relationships, among which the arguments developed in the proof
stand out. Therefore, overall, the proposed tasks are especially suitable for synthesizing previous
learnings, allowing students to work in small groups on project work.

Keywords: Pythagorean Theorem; generalizations; GeoGebra.

INTRODUCAO

Desde a década de 1970 que a influéncia das tecnologias digitais no ensino, e em
particular no ensino da matematica, ndo tem deixado de aumentar. A nivel internacional,
a publicacdo dos Principles and Standards for School Mathematics, do National Council
of Teachers of Mathematics (NCTM) (2000), constituiu um importante marco do
movimento de introdugdo das tecnologias digitais nas escolas, quer em Portugal quer em
muitos outros paises. Atualmente, essa tendéncia estd bem patente nos programas
escolares portugueses (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2021, 2023) e na Base Nacional
Comum Curricular do Brasil (BRASIL, 2018).

Silva e Malheiros (2023) aplicaram uma proposta de trabalho com tecnologias
digitais no contexto da Educacao Matemaética com Jovens e Adultos, tendo em vista criar
oportunidades de ensino e aprendizagem. Os resultados do estudo revelam que foram
usadas diferentes tecnologias (smartphones, internet e aplicativos), tanto por educadores
como por educandos, as quais favoreceram a criagdo de um ambiente de investigacdo
matemdtica e em que a producdo do conhecimento matemadtico resulta do coletivo
“educadores-educandos-tecnologia”.

De entre as variadas abordagens as tecnologias digitais, destacam-se os chamados
Ambientes Geométricos Dindmicos, que se caracterizam por permitirem, rapidamente,
gerar variados exemplos de um conceito, formular e refutar conjecturas e proporcionar
um feedback imediato. No caso do GeoGebra, que € o software que vai ser usado neste
estudo, trata-se de um Ambiente Geométrico Dindmico que, além da Geometria, também
pode ser usado em Célculo, Algebra e Estatistica.

As potencialidades do GeoGebra para o ensino da matemaética, e em particular da

Geometria, estdo bem documentadas na muita literatura que tem sido publicada nesse
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ambito. Por exemplo, para Freitas e Manfredo (2024), a utilizagdo do GeoGebra no ensino

da matemdtica promove um ambiente de aprendizagem dindmico que favorece a
visualizacdo e manipulacdo de objetos geométricos, a elaboracdo de conjecturas e a
exploracdo de conceitos geométricos. Mais concretamente, em Fernandes (2022)
estudam-se operacdes com nimeros positivos, em Fernandes (2023a) realiza-se o estudo
dos quadrildteros enquanto conceitos geométricos e em Fernandes (2023b) explora-se
uma investigacdo em Geometria.

Neste contexto, no presente estudo explora-se o Teorema de Pitdgoras e varias
generalizagdes envolvendo esse teorema, recorrendo ao GeoGebra e a processos
analiticos. Para tal, estabeleceram-se os dois seguintes objetivos na exploragado das tarefas
propostas: 1) discutir as potencialidades do uso do GeoGebra; e 2) analisar a dimensao
matematica desenvolvida.

Apos a introdug@o, em que se estabeleceu e justificou a problemética do estudo,
desenvolve-se a secc¢do de referencial tedrico, centrada no Teorema de Pitdgoras e no
GeoGebra, e continua-se com as seccdes de método e de exploragdo das generalizacOes
envolvendo o teorema de Pitdgoras. Por fim, na seccdao de conclusdo e implicacdes

sintetizam-se os resultados obtidos e extraem-se implicagdes do estudo realizado.
REFERENCIAL TEORICO

No referencial tedrico iremos abordar o Teorema de Pitigoras e o uso do
GeoGebra como Ambiente Geométrico Dindmico.

O Teorema de Pitdgoras afirma que, num tridngulo retangulo, o quadrado do
comprimento da hipotenusa € igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos,
constituindo, portanto, uma propriedade dos tridngulos retangulos.

Como justificagdo do nome Teorema de Pitdgoras, sugeriu-se que foram os
pitagdricos os primeiros a dar uma demonstraciao do teorema, mas essa conjectura nao €
possivel comprova-la (BOYER, 1986). Mais tarde, Euclides incluiu uma demonstracao
do teorema no Livro I dos Elementos.

Por outro lado, o GeoGebra pode ser considerado um programa computacional
dindmico que pode ser aplicado em vérias dreas da matemadtica, como seja o Cdlculo, a
Algebra, a Geometria e a Estatistica. No presente estudo focamo-nos, fundamentalmente,

no tema de Geometria, em que o GeoGebra é usado como um Ambiente Geométrico
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Dinamico (AGD). Em geral, no caso da Geometria, o uso do GeoGebra desenvolve-se a

partir da constru¢dio de uma figura geométrica que incorpora os pressupostos da
propriedade, do conceito, da defini¢cao ou da situacdo-problema que se pretende mostrar

ou resolver. Para Junqueira (1996),

Uma construgdo feita num AGD, visualizada no ecrd de um computador,
representa uma figura geométrica definida pelo conjunto de propriedades
e relacdes que se conservam invariantes através da manipulacdo. Na
medida em que através dessas construcdes é possivel, por exemplo,
visualizar figuras quaisquer, elas adquirem um estatuto diferente das
construgdes feitas em papel com régua e compasso. (p. 70).

Construida a figura geométrica, € possivel manipuld-la a partir de objetos
especificos no monitor do computador, permitindo aos professores e alunos considerar a
figura como sendo representativa de uma classe de objetos ou de construcdes que mantém
invariantes as propriedades que as caracterizam. Deste modo, podemos considerar que
essas figuras geométricas incorporam alguma generalizacdo, isto €, que sdo
generalizaveis.

Por outro lado, para manipular uma figura geométrica deve ter-se em conta que
na construcio dessa figura estabelece-se uma hierarquia nos seus objetos constituintes,
que posteriormente se traduz na dependéncia ou ndo de outros objetos. Assim, podemos
falar de objetos livres, a partir dos quais podemos manipular a figura geométrica e obter
novos exemplos, ou objetos fixos, que ndo permitem manipular a figura geométrica e,
portanto, nem obter novos exemplos.

No processo de manipulacdo de uma figura, que advém do arrastamento de objetos
especificos, é fundamental manter a invariancia das propriedades que a caracterizam, ou
seja, assegurar que as figuras geométricas obtidas por esse processo sejam do mesmo tipo.
Tais figuras, por oposi¢do aquelas que se desmancham, sao designadas por figuras
resistentes (JUNQUEIRA, 1996), as quais s@o da maior importancia no estudo da
matematica, e também da Geometria em particular. Essas figuras resistentes, porque
preservam as propriedades das figuras, permitem gerar exemplos, tantos quantos os
necessarios, 0s quais, por sua vez, permitem a descoberta de conjecturas e mesmo de
possiveis caminhos para validar propriedades observadas.

Em geral, trata-se, portanto, de formular conjecturas e de obter pistas acerca do

processo de validacdo de propriedades, pois, quase sempre, a sua prova estd fora das
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possibilidades do GeoGebra. Embora os muitos exemplos gerados pelo GeoGebra

permitam provar propriedades que envolvem um nimero finito e reduzido de
instanciagdes, quase sempre, as propriedades matematicas tratam de generalizacdes que
envolvem um nimero infinito de instanciagdes, o que torna impraticdvel a andlise de tal
quantidade de exemplos.

Em viérios estudos anteriores, os autores mostraram 0s aspectos positivos do uso
do software GeoGebra no estudo de vérios conceitos e propriedades matemadticas.
Especificamente, Fernandes (2022) explorou as potencialidades da sua utilizacdo em
operar com numeros positivos recorrendo a representacdes geométricas com o GeoGebra,
incluindo a adicdo, a subtragcdo, a multiplicacao, a divis@o e a raiz quadrada de nimeros
positivos. Adicionalmente, aplicaram-se algumas delas a representagdo grafica de
fungdes restringidas aos nimeros ndo negativos ou positivos, designadamente a funcdo
f(a) = a? (operacdo de multiplica¢do), definida no conjunto dos niimeros reais nio
negativos, f(a) = 1/a (operagdo de divisdo), definida no conjunto dos nimeros reais
positivos e f(a) = va (operacio de raiz quadrada), definida no conjunto dos niimeros
reais nao negativos. Depois de verificar a diversidade de objetos mateméticos envolvidos
nas operagdes, a luz da categorizacdo de Godino, Batanero e Font (2007), e as relacdes

entre as operagdes, o autor afirma que se trata de

aspetos educacionais muito relevantes ao permitir ao aluno rever,
consolidar e relacionar tais objetos, contribuindo, portanto, para uma
aprendizagem mais significativa e profunda (AUSUBEL; NOVAK;
HENISIAN, 1980). Complementarmente, as conexdes entre as operagdes
favorecem a retengdo e a evocagdo desses objetos matematicos (NOVAK;
GOWIN, 1996)” (FERNANDES, 2022, p. 89).

Posteriormente, Fernandes (2023a) desenvolveu um estudo sobre quadrildteros
enquanto conceitos geométricos, com recurso ao GeoGebra. Concretamente, o autor
estudou os elementos de conceitos geométricos — nome, atributos essenciais, atributos
ndo essenciais, exemplos positivos, exemplos negativos e rega ou definicio (JOYCE;
WEIL, 1996) — de alguns quadrildteros a partir da sua constru¢do com o GeoGebra.
Segundo o autor, a andlise do processo de construcdo dos quadrilateros no GeoGebra

levou-o a concluir que os principais elementos dos respetivos conceitos se evidenciam

nessa construcdo, salientando-se, principalmente, os atributos essenciais e ndo essenciais,
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os exemplos positivos e, portanto, explicitam-se os elementos que permitem estabelecer
aregra (ou defini¢do) do conceito respetivo.

Outro resultado importante do estudo consistiu na possibilidade de construir um
mesmo quadrildtero envolvendo atributos essenciais distintos e uma regra (ou definicdo)
do conceito também distinta, o que permite aos alunos aprofundarem os seus
conhecimentos acerca dos quadrilateros (SKEMP, 1993).

Num terceiro estudo de Fernandes (2023b) explorou-se com o GeoGebra uma
investigacdo em Geometria. Especificamente, estuda-se a possibilidade de construir e
caracterizar o bissetogramo' nos diferentes tipos de quadrildteros. Para o autor, ficou
patente no estudo que a natureza dindmica do GeoGebra, ao permitir produzir
rapidamente muitos exemplos através do arrastamento de objetos livres da figura,
possibilitou gerar conjecturas que depois foram, eventualmente, confirmadas por
processos analiticos. Estes resultados foram especialmente observados no estudo dos
tipos de quadrildteros em que € possivel definir o bissetogramo, na caracterizacao dos
bissetogramos e na verificagdo do bissetogramo como quadrilatero inscritivel numa
circunferéncia.

Por fim, no caso do Teorema de Pitdgoras, Moreira et al. (2023) realizaram uma
intervencdo diddtica em que participaram alunos do 8.° ano de Cabo Verde. No final da
intervengdo, os autores afirmaram que “ficou evidente que o software GeoGebra é uma
ferramenta auxiliar no ensino do Teorema de Pitdgoras, [... pois] os alunos conseguiram
realizar suas proprias interpretacdes e reflexdes nas suas prOprias visualizagdes e

respostas encontradas por eles mesmos” (p. 35).
METODO

No presente estudo explora-se o Teorema de Pitdgoras e generalizagcoes
envolvendo esse teorema, numa vertente experimental, recorrendo ao GeoGebra, e
analitica, a partir dos dois objetivos: 1) discutir as potencialidades do uso do GeoGebra;

e 2) analisar a dimensfo matematica desenvolvida.

'O bissetogramo é o quadrildtero definido pelas bissetrizes dos Angulos internos de um dado quadrildtero.
Trata-se, portanto, de um novo quadrildtero que nem é sempre € possivel construir em qualquer tipo de
quadrilatero dado.
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O estudo enquadra-se no paradigma qualitativo e assume uma vertente tedrica
(MCMILLAN; SCHUMACHER, 2014). Seguindo esta perspetiva, no desenvolvimento
do estudo, sdo exploradas proposi¢des sobre o Teorema de Pitdgoras e generalizacdes
envolvendo esse teorema.

Na exploracao das proposi¢des, comega-se por construir figuras geométricas no
GeoGebra, geram-se exemplificacdes dessas construgdes resistentes, observam-se
invariantes e formulam-se possiveis conjecturas, o que consiste na abordagem
experimental das proposi¢des em estudo. Seguidamente, na abordagem analitica,
validam-se as propriedades antes inferidas.

Na sequencializacdo das proposi¢des em estudo, comeca-se com o Teorema de
Pitagoras, prossegue-se com o estudo das generalizagdes obtidas a partir de poligonos
regulares e termina-se com o estudo das generalizacdes obtidas a partir de poligonos

semelhantes.
GENERALIZA(;()ES ENVOLVENDO O TEOREMA DE PITAGORAS

Nesta seccdo consideram-se trés subsec¢des: na primeira estuda-se o Teorema de
Pitagoras; na segunda analisam-se generalizagdes obtidas a partir de poligonos regulares;

e na terceira analisam-se generalizacdes obtidas a partir de poligonos semelhantes.

O TEOREMA DE PITAGORAS

O teorema de Pitdgoras, cuja formulacdo remonta ao século VI a. C., estabelece-
se, de forma abreviada, através do seguinte enunciado: — Num tridngulo retdngulo, o
quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados dos catetos. Esta formula¢do do
teorema assume uma interpretacdo geométrico-algébrica e para demonstra-lo vamos
considerar um triangulo retangulo e nele definir a altura relativa a hipotenusa, como se
mostra na Figura 1.

Depois de definido o tridngulo retangulo [ABC], retingulo em A, construiu-se a
sua altura [AH] relativa a hipotenusa, ficando o seu comprimento a dividido em dois
segmentos de reta de comprimento m e n.

Note-se que a altura [AH] dividiu o tridngulo retangulo [ABC] em dois tridngulos,

[ABH] e [AHC], que sdo semelhantes entre si e ao tridngulo inicial [ABC]. Do triangulo

[ABC] ser semelhante ao tridngulo [ABH] , deduz-se que %=%=} am = c? .
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Analogamente, do tridngulo [ABC] ser semelhante ao tridangulo [AHC], deduz-se que % =

b
- & an = b2,
n

Figura 1 — Interpretacdo geométrico-algébrica do teorema de Pitdgoras.

A

Fonte: elaborac¢do do autor.

Adicionando, ordenadamente, as igualdades antes obtidas, vem: am + an = c? +
b? & a(m +n) = c? + b2. Substituindo na igualdade a expressdo m + n por a (m +
n = a), obtém-se a relagdo pretendida, a? = b* + c2.

Esta demonstracdo do teorema € frequentemente usada nos livros didaticos e é

diferente daquela que aparece no Livro I dos Elementos de Euclides (BOYER, 1986).

GENERALIZACOES OBTIDAS A PARTIR DE POLIGONOS REGULARES

Nas generalizacOes que vamos estudar seguidamente consideraremos em cada
lado do triangulo retangulo o mesmo poligono regular, para verificar se a drea do poligono
regular construido sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas dos mesmos poligonos
regulares construidos sobre os catetos. Vamos comecar pelo caso do quadrado, que se
apresenta na Figura 2.

Uma vez definido o tridngulo retangulo [ABC], retangulo em A, construiram-se
os trés quadrados de comprimentos de lados iguais aos respetivos lados do triangulo.
Determinando agora as dreas dos quadrados, verifica-se que a drea do quadrado relativo
a hipotenusa (13) € igual a soma das dreas dos quadrados relativos aos catetos (4 + 9).
Para além do exemplo da Figura 2, ao arrastar vértices livres do tridngulo [ABC] constata-
se que também nesses exemplos se mantém a relacdo, sugerindo que se trata de uma

relacdo verdadeira.
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Figura 2 — Generalizacdo estudada a partir de quadrados.

Area=9

D. .E

Fonte: elaborac¢do do autor.

Sendo a 4rea do quadrado construido sobre a hipotenusa dada por a? e as 4reas
dos quadrados construidos sobre os catetos dadas por b? e c?, atendendo ao teorema de
Pitagoras, conclui-se que a® = b? + c?. Mostramos, assim, que: — Num tridngulo
retdngulo, a drea do quadrado construido sobre a hipotenusa é igual a soma das dreas
dos quadrados construidos sobre os catetos. Simultaneamente, esta generalizacdo pode
ser vista como uma interpretacdo geométrica do teorema de Pitdgoras, cuja formulacao,
frequentemente, aparece nos livros didaticos.

Sendo o quadrado um poligono regular, ¢ natural questionarmo-nos sobre se o
mesmo acontece para qualquer outro poligono regular. Com o objetivo de testar esta
questdo, vamos agora considerar tridangulos equildteros contruidos sobre cada um dos
lados do triangulo retangulo e verificar se drea do tridngulo equildtero construido sobre a
hipotenusa € igual a soma das dreas dos tridngulos equildteros construidos sobre os

catetos. Na Figura 3 estd registada a verificagao da generalizagdo enunciada recorrendo a

construcdo de triangulos equildteros em cada um dos lados do tridngulo retangulo.
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Figura 3 — Generalizacdo estudada a partir de tridngulos equilateros.

F

Area=10.83

Area=3.9

D

Fonte: elaboracio do autor.

Depois de definido o tridngulo retangulo [ABC], retangulo em A, construiram-se
os trés triangulos equildteros referentes a cada um dos lados do tridngulo retangulo.
Seguidamente determinou-se a drea de cada um dos tridngulos equilateros construidos,
verificando-se que a drea do tridngulo equildtero construido sobre a hipotenusa (10,83)
¢ igual a soma das dreas dos tridngulos equildteros construidos sobre os catetos (3,9 +
6,93), confirmando-se, portanto, a generalizacdo formulada.

Para além do exemplo apresentado na Figura 3, facilmente podem ser gerados
outros exemplos, bastando, para tal, arrastar vértices livres do tridngulo retangulo [ABC].
Estes exemplos, ao confirmarem a generalizagdo, obviamente, aumentam a nossa
convic¢do de que realmente ela € vélida também para o caso do tridngulo equildtero e
aumentam o nosso interesse em realizar uma prova analitica dessa validade.

Para tal, observando a Figura 3, pode-se determinar a drea de cada um dos
triangulos equildteros construidos sobre cada um dos lados do triangulo retangulo inicial,

obtendo-se:
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— Area do triangulo relativo ao lado a: A, = a? X

I
[
N
X
|

— Area do triangulo relativo ao lado b: A,

— Area do tridngulo relativo ao lado c: A, = ¢? x =

Adicionando as dreas relativas aos tridngulos equildteros relativos aos catetos b e

_bz‘r+ Z‘F

c,tem-se: 4, + A, = (b% + cz) . Considerando que o tridngulo [ABC]

é retingulo, verifica-se que a? = b% + ¢?; donde, substituindo b? + ¢* por a® na

~ . . \/— / . z
expressdo anterior, conclui-se que A, + A, = a*~—, que é precisamente a drea do

triangulo equilétero relativo a hipotenusa, ou seja, Ab + A, =A4,.

O raciocinio antes desenvolvido para o caso dos quadrados e dos triangulos
equildteros pode ser desenvolvido para o caso de outros poligonos regulares (pentidgono,
hexdgono, ...), permitindo chegar-se a mesma conclusdo. Assim, generalizando
novamente, pode dizer-se que: — A drea de um poligono regular construido sobre a
hipotenusa de um triangulo retangulo é igual a soma das dreas dos mesmos poligonos

regulares construidos sobre os catetos.

GENERALIZACOES OBTIDAS A PARTIR DE POLIGONOS SEMELHANTES

Nesta subseccao vamos construir sobre cada um dos lados do tridngulo retangulo
poligonos semelhantes, tendo em vista verificar se a drea do poligono construido sobre a
hipotenusa ainda € igual a soma das dreas dos poligonos semelhantes contruidos sobre os
catetos. Ora, em geral, para construir poligonos semelhantes deve-se ter em conta que os
poligonos semelhantes devem ter os angulos congruentes e os comprimentos dos lados
proporcionais.

Para estudar a existéncia de tal relagdo, vamos comegar por considerar retingulos
(ndo quadrados) semelhantes sobre cada lado do triangulo retangulo inicial. No caso dos
retangulos, podemos recorrer a um procedimento particular para construir retangulos

semelhantes, como se ilustra na Figura 4.
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Figura 4 — Construcio de retingulos semelhantes.

o ¢

@ ]
A E H B

Fonte: elaboragdo do autor.

Depois de construido o retangulo [ABCD], defina-se uma das suas diagonais,
neste caso definiu-se a diagonal [AC]. De seguida, considerando qualquer ponto sobre a
diagonal [AC], distinto de A e C, pode-se, facilmente, definir qualquer retingulo
semelhante ao retdngulo dado [ABCD], bastando, para isso, conduzir pelo ponto
considerado segmentos de reta paralelos (ou perpendiculares) aos lados do retangulo
inicial. Assim, no caso do ponto F, obtém-se o retingulo [AEFG] e, no caso do ponto I,
obtém-se o retdngulo [AHI]], que sdo ambos semelhantes ao retdngulo inicial dado.

Portanto, na constru¢@o dos retangulos semelhantes sobre cada um dos lados do
tridngulo retangulo, comecamos por construir sobre um dos lados do tridngulo um
retangulo e, seguidamente, construimos os outros dois retangulos, correspondentes aos
restantes lados do tridngulo, de modo que sejam semelhantes aquele que foi construido
antes. Para garantir essa semelhanca, basta manter constante, em qualquer dos dois
retangulos, a amplitude do angulo da diagonal com um dos lados do primeiro retangulo
nos outros dois retingulos. Na Figura 5 regista-se a constru¢do dos trés retangulos
semelhantes.

Uma vez definido o tridngulo retangulo [ABC], retingulo em A, construiu-se o
retangulo relativo ao cateto c, isto é, o retingulo [ADEB], em que o lado [AB] tem de
comprimento ¢ e o lado [AD] tem um comprimento qualquer.

Seguidamente, definiu-se o ZEAB no retangulo [ADEB], e posteriormente
definiram-se angulos congruentes a esse angulo a partir do cateto [AC] e da hipotenusa
[BC]. Dessa forma, definiram-se os outros dois retangulos, [ACFG] sobre o cateto b e

[CBHI] sobre a hipotenusa a.
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Figura 5 — Generalizacdo estudada a partir de retingulos semelhantes.

= Area=18.75 H
Area=6.75
& A B
Area=12
De® *

Fonte: elaboracdo do autor.

Por fim, determinando as dreas de cada um dos retdngulos semelhantes, conclui-
se que a drea do retangulo construido sobre a hipotenusa (18,75) é igual a soma das areas
dos retdngulos semelhantes construidos sobre os catetos (6,75 + 12). Para além do
exemplo da Figura 5, ao arrastar vértices livres do tridngulo retangulo [ABC] constata-se
que também nesses exemplos se mantém a generalizacdo, sugerindo que se trata de uma
relacdo verdadeira.

Consideremos, por ultimo, o caso de tridngulos (ndo equildteros) semelhantes
construidos sobre os lados do tridngulo retangulo, para verificar se a drea do tridngulo
construido sobre a hipotenusa € igual a soma das dreas dos tridngulos semelhantes
construidos sobre os catetos.

Tal como no caso dos retangulos, também nos triangulos podemos recorrer a um
procedimento particular para construir tridngulos semelhantes. Neste caso basta impor a
congruéncia de dois angulos internos dos tridngulos para que eles sejam semelhantes, o

que resulta do facto do tridngulo ser uma estrutura rigida. Daf resulta que se dois angulos
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sdo congruentes, o terceiro também € congruente. Na Figura 6 ilustra-se a construcdo de

triangulos semelhantes.

Figura 6 — Construcdo de triangulos semelhantes.

C

A D G H = B

Fonte: elaboracdo do autor.

Na construcdo de triangulos semelhantes, comecamos por construir um triangulo
[ABC] qualquer, para depois construir os tridngulos que lhe sejam semelhantes. Neste
caso, os tridngulos [DEF] e [GHI] sdo semelhantes ao tridngulo [ABC] porque tém dois
angulos internos congruentes: no tridngulo [DEF], £A = 2D e £B = £E; no tridngulo
[GHI]|, £A = £G e £B = £H (recorde-se que os tridngulos ao terem dois angulos
congruentes, o terceiro também é congruente). Na Figura 7 regista-se a construcao dos
trés tridngulos semelhantes.

Depois de definido o tridngulo retingulo [ABC], retingulo em A, construiu-se o
triangulo relativo ao cateto b, isto é, o tridngulo [ACD], em que o lado [AC] tem de
comprimento b e os lados [AD] e [CD] tém comprimentos quaisquer, embora
condicionados pela possibilidade de construir o tridngulo.

Posteriormente, definiram-se os angulos 2CAD e £DCA no triangulo [ACD], e
seguidamente definiram-se angulos congruentes a esses angulos a partir do cateto [AB] e
da hipotenusa [BC]. Dessa forma, definiram-se os outros dois tridngulos, [AEB] sobre o

cateto ¢ e [BFC] sobre a hipotenusa a.
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Figura 7 — Generalizacdo estudada a partir de tridngulos semelhantes.

F

Area=8.33

Area=5.33

E

Fonte: elaboragdo do autor.

Por fim, determinando as dreas de cada um dos retangulos semelhantes, conclui-
se que a drea do tridngulo construido sobre a hipotenusa (8,33) € igual a soma das 4reas
dos tridngulos semelhantes construidos sobre os catetos (3 + 5,33). Para além do
exemplo da Figura 7, ao arrastar vértices livres do tridngulo retangulo [ABC] constata-se
que também nesses exemplos se mantém a generalizacdo, sugerindo que se trata de uma
relacdo verdadeira.

Em termos analiticos, recordando que, em dois poligonos semelhantes, a drea de
um deles € o produto da drea do outro pelo quadrado da razio de semelhanca que

transforma este dltimo no primeiro e designando por A,, 4j, e A, as dreas dos poligonos

. oA A b2 2
relativos aos lados do triangulo retingulo, tem-se: A4, =;Aa e A, =%Aa.

L. . b2 2 b2 2
Adicionando as dreas A, e A., vem: A, + A, = ;Aa + %Aa = (;+ %) A, =
b2%+c? .. L1 - .
=" A,. Substituindo nesta dltima expressio b? + c2 por a?, conclui-se que 4, + A, =

a
az

;Aa = A,. Logo, pode dizer-se que: — Em poligonos semelhantes, a drea do poligono
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construido sobre a hipotenusa de um tridngulo retdngulo é igual a soma das dreas dos
poligonos construidos sobre os catetos.

Deve notar-se que esta conclusdo generaliza o que antes foi dito para o caso dos
poligonos regulares, uma vez que os poligonos regulares também sdo semelhantes.
Donde, as conclusdes referidas a respeito de poligonos semelhantes também se aplicam

aos poligonos regulares.
CONCLUSAO E IMPLICACOES

No presente artigo estudam-se generalizacdes envolvendo o Teorema de
Pitagoras, tendo-se estabelecido os dois seguintes objetivos na exploracdo das tarefas
propostas: 1) analisar as potencialidades do uso do GeoGebra; e 2) estudar a dimensao
matematica desenvolvida.

No que concerne ao uso do GeoGebra, que operacionaliza a abordagem
experimental, constata-se que as potencialidades mencionadas desse recurso na
fundamentacgdo tedrica estdo bem presentes na resolucao das tarefas, principalmente no
que respeita a criacdo e andlise de exemplos. Concretamente, foram criados exemplos
resistentes que podiam facilmente gerar outros exemplos através do arrastamento de
pontos livres da figura, concretizando, portanto, a natureza dindmica do GeoGebra
(FREITAS; MANFREDO, 2024). Ora, a exploracdo e andlise desses exemplos
possibilitou a formulagdo de conjecturas, passiveis de posteriormente serem validadas por
processos analiticos.

Em relacdo a dimensdo matemaética, sdo variados os objetos matematicos
(GODINO; BATANERO; FONT, 2007) presentes na resolucdo das tarefas,
designadamente: situacdes-problema; linguagens; conceitos, defini¢des e proposi¢des;
procedimentos e argumentos. No caso das situacdes-problema, destacam-se tarefas de
natureza aberta e de cardcter investigativo; nas linguagens, salientam-se as linguagens
verbal, simbdlica e do GeoGebra; nos conceitos, defini¢cdes e proposicdes, evidencia-se a
sua variedade; nos procedimentos, evidenciam-se os cdlculos e algoritmos; e nos
argumentos, enfatiza-se a prova matemadtica.

Os conceitos, definicdes e proposicoes referem-se ao Teorema de Pitdgoras,
poligonos regulares, poligonos semelhantes, propriedades dos poligonos regulares,

propriedades dos poligonos semelhantes, construcio de poligonos regulares e
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semelhantes e drea de um poligono. Ora, tal variedade de objetos matematicos e possiveis

relacGes entre eles promovem uma aprendizagem mais profunda dos alunos (AUSUBEL,;
NOVAK; HANESIAN, 1980; NOVAK; GOWIN, 1996; SKEMP, 1993).

Os procedimentos estao presentes em todo o processo de resolugdo das tarefas: na
abordagem experimental, destaca-se o uso de ferramentas do GeoGebra; na abordagem
analitica, distinguem-se operagdes numéricas e algébricas.

Por fim, na argumentacgdo, evidencia-se a prova matemdtica das generalizacoes
por processos analiticos. Nessas generalizacdes, envolvendo um nimero infinito de
instanciagdes, ndo € possivel gerar todos os exemplos no GeoGebra e, de seguida, testa-
los. Tal limitacdo, que € caracteristica de qualquer outro software (FERNANDES; VAZ,
1998), implica que o GeoGebra s6 possa ser usado como meio de prova em
generalizagdes que envolvam um nimero finito e relativamente pequeno de exemplos ou
para refutar proposi¢des através de um contraexemplo.

Do facto de as generalizacoes aqui estudadas envolverem uma grande diversidade
de objetos matematicos e relacdes existentes entre eles, resulta que tais tarefas sdo muito
adequadas para sintetizar aprendizagens anteriores, que podem ser realizadas durante um
tempo mais alargado. Assim, sugere-se que as tarefas exploradas no presente estudo
possam ser propostas a alunos do 8.° ano de escolaridade, que é o ano em que ¢é
introduzido o Teorema de Pitdgoras (MINISTERIO DA EDUCACAO, 2021), ou num
ano escolar subsequente, eventualmente, na forma de trabalho de projeto desenvolvido

em pequenos grupos.
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