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RESUMO

Este trabalho trata de uma andlise de se¢des planas a partir de uma perspectiva
das transformagdes geométricas, mais precisamente da Geometria Projetiva, como
um caso de Homologia. As transformacdes geométricas sdo operagoes aplicadas a
um determinado elemento - Objeto - a fim de produzir um outro elemento -
Imagem. Por meio de aportes tedricos, apresentaremos a Homologia e seus
elementos. Vamos analisar algumas sec¢des planas, destacando a presenca dos
elementos da Homologia no tracado para a obtencdo de cada uma delas.
Empreendemos uma pesquisa bibliografica do tema abordado neste artigo para
depois averiguar a Projetividade presente nas se¢des planas. Tomamos como base
os trabalhos desenvolvidos por Soares (1962), Costa e Costa (1994) e Melo (1993),
que discutem e apresentam a teoria projetiva e/ou o seu relacionamento com a
Geometria Descritiva e a Perspectiva Conica. Em tal analise, destacaremos a
presenca dos elementos da homologia para a defesa de que estas se¢ées podem ser
tomadas como um caso de Homologia. Com base na exposi¢do das ideias e das
analises realizadas, comprovamos a existéncia dos elementos da Homologia nos
tracados de sec¢des planas, ainda que omitidos ou com outra nomeacao, e que sdo
essenciais para a realizacao das representacdes graficas de modo geral.
Palavras-chave: Transformacées geométricas, Geometria Projetiva,
homologia, se¢cdes planas, Sistemas de Representacao.

ABSTRACT

This work deals with an analysis of plane sections from a perspective of geometric
transformations, more precisely Projective Geometry, as a case of Homology.
Geometric transformations are operations applied to a certain element - Object -
in order to produce another element - Image. Through theoretical contributions,
we will present Homology and its elements. We will analyze some plane sections,
highlighting the presence of the elements of Homology in the layout to obtain each
one. We undertook a bibliographic search of the topic covered in this article, to
later investigate the Projectivity present in the plane sections. We take as a basis
the works developed by Soares (1962), Costa and Costa (1994) and Melo (1993),
which discuss and present the projective theory and / or its relationship with
Descriptive Geometry and Conical Perspective. In such an analysis, we will
highlight the presence of the elements of homology for the defense that these
sections can be taken as a case of Homology. Based on the exposition of the ideas
and analyzes carried out, we verified the existence of the elements of Homology in
the layout of flat sections, even if omitted or with another name, and which are
essential for the realization of graphic representations in general.

Keywords: Geometric transformations, Projective Geometry, homology,
plane section, Representation Systems.
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1. INTRODUCAO

As transformagdes geométricas sdo operagdes - fungdes - aplicadas a
um determinado elemento - denominado objeto - a fim de produzir um outro
elemento - denominado imagem. Tais elementos podem guardar entre si
relacdes que vao deste a total coincidéncia até a mais aparente dissemelhanga.

Segundo Melo (2020), de acordo com os resultados que estas
transformacgdes apresentam, dizemos que elas fazem parte de um mesmo
grupo de transformagdes. Nas palavras de Pinheiro (1974 apud MELO, 2020),
as transformacgdes do plano se apresentam como grupos, caracterizando cada
um deles, “uma geometria”.

De fato, o matematico alemao Felix Klein (1849 - 1925) elaborou uma
classificacao das geometrias conforme os grupos de transformacgoes estudados
e proposto em seu famoso “Programa de Erlangen” (PINHEIRO, 1986; GUISIN,
2000). Assim, partido do mais genérico para o mais especifico temos uma
geometria e seu grupo de transformacgdes: 1. Topologia - Transformagdes
Topolégicas; 2. Geometria Projetiva - Transformacdes Projetivas; 3. Geometria
Arguesiana ou Afim - Transformagodes Afins; 4. Geometria Métrica Euclidiana
- Transformacoes por Isometrias e por Semelhancas.

Cada um dos grupos de transformacdes apresenta um invariante, que
o caracteriza pelas propriedades da figura objeto que sao mantidas na figura
imagem obtida pela aplicacio de uma transformac¢do deste grupo. Essa
transformacdo poderd alterar ou ndo caracteristicas da forma original
(objeto). E o que chamamos de invariante da transformacio (SANCHEZ-
MARMOL, PEREZ-BEATO, 1945; PINHEIRO, 1974; COSTA e COSTA, 1994;
MELO, 2020).

Temos, entdo, como invariantes para as Isometrias, as medidas
lineares e angulares; para as Semelhancas, as medidas angulares; para as
Afinidades, a razdo simples; para as Projetividades, a razdao dupla; e
finalmente, para a Transformagdes Topolédgicas, a ordem e a continuidade
(MELO, 2020).

Debrucando-nos sobre as Transformacdes Projetivas e buscando os
dados que remetem a sua origem, verificamos que matematicos, pensadores e
artistas contribuiram para o seu desenvolvimento, aportando ideias e
conceitos que dao corpo ao que hoje discutimos, estudamos e conhecemos
como seus axiomas, teoremas e principios.

Comeg¢amos destacando a contribuicao dos artistas do Renascimento,
que por meio de praticas e instrumentos utilizados para resolver seus
problemas representacao na pintura, contribuiram para o desenvolvimento da
teoria da Geometria Projetiva (MELO, 2020).

Para representar os objetos, as paisagens e plasma-los numa pintura,
um problema conhecido pelos pintores que tentavam retratar a realidade, era
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resolvido com um instrumento pouco conhecido hoje em dia, mas bastante
famoso na histdria da técnica do desenho de observacdo: o perspectdgrafo
(MARIOTTI, 2019). Tal instrumento concretiza em si mesmo o modelo
geométrico da visdo, como representacao no plano do mundo concreto.

Do ponto de vista de Mariotti (2019), os perspectdgrafos, e sua
evolucdo dao testemunho do desenvolvimento das estratégias para realizar a
representacdo do mundo que nos cerca, culminando na teoria da perspectiva,
e podendo ser considerados como elementos fundamentais para o
desenvolvimento posterior da Geometria Projetiva.

Para a utilizacao de tais instrumentos, foram escritos os “Tratados de
pintura” e estes descrevem o funcionamento de tais instrumentos, e das
técnicas da perspectiva e dos primeiros esbocos das novas teorias que deles
surgiram, assumindo um grande papel na construcao do processo de evolugao
das ideias matematicas, devendo ser considerados como elementos de
articulacdo em direcdo aquela sistematizacdo tedrica que dara origem a
Geometria Projetiva (MELO, 2020).

Figura 1: Desenho de Da Vinci - Homem desenhando uma perspectiva utilizando o
perspectdgrafo.

Fonte:
https://brunelleschi.imss.fi.it/menteleonardo/imdl.asp?c=13419&k=13362&rif=13437&xsl
=1 (2006)

Poncelet (1788-1867), discipulo de Gaspar Monge e oficial do exército
de Napoledo, estruturou a Geometria Projetiva, em seu “Traite das Propietés
Projectives dés Figures” publicado em 1822, no qual ele fez o estudo
sistematizado das propriedades de projetar e seccionar pelo método das
projecdes centrais verificando que estas propriedades subsistiam em todas as
figuras que se obtém através daquelas. De fato, as operacoes fundamentais do
método de Poncelet sdo as projecoes e as secdes (SANCHEZ-MARMOL, PEREZ-
BEATO, 1945; COSTA e COSTA, 1994; MELO, 2020). Destacamos ainda que a
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Geometria Projetiva, teoria em que Desargues! e Pascal? tinham dado os
primeiros passos, no século XVII, segundo Guisin (2000), estava praticamente
abandonada desde a época destes tedricos da matematica.

Assim, todas as vezes que realizamos representacdes por meio de
projecdes, estamos projetando e cortando para obter imagens oriundas de
objetos. As projec¢oes sao realizadas por meio de um centro de projecdes que
pode ser proéprio (distancia finita) ou improprio (distancia infinita).

Podemos exemplificar as duas situacdes pela sombra projetada. Para
o caso do centro préprio, terfamos um foco de luz finito como na figura 2. Cada
elemento é projetado pela luz do poste (centro), por onde passam os raios
projetantes e sua sombra projetada no chao é a secdo. Todos esses elementos
podem ser comparados ao processo projetivo onde realizamos projecdes e
secdes a partir de um centro de projegoes.

Figura 2 - Sombra projetada por um ponto de luz finito

Fonte: http://www.todacultura.com/talleres/taller_dibujo/imagenes/sombra_radial.jpg
(2015)

! Girard Desargues (1591-1661) nasceu em Lyon. Ndo se sabe nada de seus estudos até que aparece
em Paris em 1626 nos circulos filosoficos e cientificos proximos a René Descartes (1596—1650),
com quem teve profunda amizade. Em 1628 se encontrava servindo como engenheiro militar em
Rochela, e a volta da guerra trabalhou como arquiteto em Paris a servico do Cardeal Richelieu. Fue
fundamentalmente um engenheiro e um arquiteto, pelo que suas obras matematicas estdo sempre
dirigidas a uma aplicagdo pratica. Desargues investiga as secgdes conicas ¢ os pontos do infinito; a
invariancia da razdo dupla e dos quaternos harménicos; a teoria das retas polares; e o famoso
Teorema de Desargues: “Si proyectamos un triangulo del plano proyectivo de vértices A, B, C,
desde un punto O, obtenemos otro triangulo de vértices A’, B’, C’, y decimos que los dos triangulos
son perspectivos desde O. Entonces, dos triangulos son perspectivos si y solo si los lados
correspondientes se cortan en tres puntos alineados”.

2 Blaise Pascal (1623-1662). Aos 11 anos seu pai o levava as sessdes da “Academia Mersenne”,
onde estabeleceu contato com Desargues. Este o animou a usar seu método de proyeccion y seccién
e aos 16 anos publicou seu famoso trabalho Essay pour les coniques onde aparece o teorema que
leva seu nome. Teorema de Pascal: “Si se inscribe un hexagono en una conica, los puntos de
interseccion de los pares de lados opuestos estin alineados”. Em geral, um hexagono ndo esta
inscrito em uma conica, e o teorema de Pascal expressa a condigdo maravilhosamente simples para
que ele esteja inscrito numa conica. Por isso se chama hexagrama mistico de Pascal.
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Para o centro impréprio, podemos comparar com as sobras
projetadas pelo sol. Estando o sol a uma distancia imensa da terra, os raios
solares sdo considerados paralelos entre si, ou seja, no infinito. Assim, a figura
3 nos mostra as projecoes realizadas por um centro de proje¢des improprio,
cujos raios projetantes sdo paralelos entre si, e a sombra € a secdo no plano do
chdo.

Figura 3 - Sombra projetada por um ponto no infinito

Fonte: http://www.todacultura.com/talleres/taller_dibujo/imagenes/sombra_paralela.jpg
(2015)

Partindo da Geometria Projetiva, mais precisamente, da Homologia,
vamos analisar algumas se¢des planas (no cone, no cilindro, na piramide e no
prisma), destacando a presenca dos elementos da Homologia no tragado para
a obtencao de cada uma delas. Para tal procedimento, tomamos como base os
trabalhos desenvolvidos por Soares (1962), Costa e Costa (1994) e Melo
(1993) que discutem e apresentam a teoria projetiva e/ou o seu
relacionamento com a Geometria Descritiva e a Perspectiva Conica.

Como resultado, pudemos asseverar a existéncia dos elementos da
Homologia presentes nos tracados de secdes planas, ainda que omitidos ou
com outra nomeagdo, e que sdao essenciais para a realizacdo das
representacdes graficas de modo geral.

2. DESENVOLVIMENTO

Procuraremos destacar o foco de estudo da Geometria Projetiva e sua
importancia como base tedrica para a Geometria Descritiva e para tal
passaremos a apresentar autores que se dedicaram a escrita de artigos e/ou
trabalhos monograficos que se debrucaram sobre tal tema. Também a caréncia
de suporte projetivo nos conhecimentos proporcionados aos alunos, sem que
a Projetiva figure em sua bibliografia e /ou praticas metodoldgicas.

O sistema de representacdo - Geometria Descritiva - idealizado por
Gaspar Monge, tem como fundamento tedrico a Geometria Projetiva, que
respalda seu tragado e propriedades. Costa e Costa (1994), destacam que esta
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Geometria Projetiva tem fundamental importancia no Desenho
Representativo e apresentam o produto de homologias na relagdo entre as
vistas ortogonais.

Melo (1993) mostra um estudo das relacdes projetivas no sistema
conico verificando-as, para os planos das faces do paralelepipedo de
referéncia, utilizando tais planos - por serem as pe¢as em desenho industrial
ou mecanico, as edificagcdes em arquitetura, envolvidos pelos referidos sélidos
- apresentando os elementos da homologia - Centro S, Eixo de Homologia e,
retas limites f e d - nas representagdes em perspectiva.

As projetividades acontecem nos sistemas de representacdo -
perspectivas e vistas ortogonais - e conforme Bustamante (1994 apud MELO,
2020) estudam as propriedades das figuras independentemente de medida;
analisam a posicdo e a relacdo entre duas ou mais figuras sem a preocupacao
de grandeza; e ainda, estudam os problemas de secancia e de modo particular
a tangéncia.

As duas operagdes fundamentais realizadas na Geometria Projetiva
para estabelecer a relagdo entre figura objeto e imagem sao a projec¢ao - centro
S, préprio ou improéprio - e a secdo - imagem (SOARES, 1962; RODRIGUES,
1968; COSTA e COSTA, 1994; MELO, 2020).

Rodrigues (1968, p. 22) transcreve o texto de Poncelet sobre a
finalidade do seu tratado sobre a Projetiva:

[..] engrandecer os recursos da simples Geometria, generalizando
suas concepgoes e sua linguagem, ordinariamente muito restritas,
aproximando-as da Geometria analitica e, sobretudo, oferecer
meios proprios para demonstrar e fazer descobrir, facilmente, as
propriedades de que gozam as figuras quando se as considera de
uma maneira abstrata e independente de qualquer grandeza
absoluta e determinada.

Por meio de seu estudo, casos antes declarados impossiveis de
resolucao pela Geometria Euclidiana, passam a apresentar solucao dentro da
Geometria Projetiva.

A criacdo da Geometria Projetiva permitiu o tratamento grafico e
analitico, matematicamente rigoroso e generalizado, das projec¢des
de figuras sobre superficies, ampliando a conceituagio basica da
Geometria Descritiva e tornando-se um valioso instrumento na
construcdo de figuras projetadas. (ALMEIDA NETO, 1994, p. 56).

Nos anais do XI Seminario do Programa de Pés-graduacdo em
Desenho, Cultura e Interatividade, de tema central Tracos do Desenho (2015),
se encontra relatado que além da Geometria Descritiva, outros conhecimentos
sdo necessarios para o desenho, por meio de uma citagdo de Battle, entretanto,
neste estudo, ndo se considera o suporte Projetivo por tras de todas as
representacoes graficas:

A representacdo grafica na arquitetura envolve uma série de
conhecimentos distribuidos por diversas disciplinas, como a

REVISTA GEOMETRIA GRAFICA, v.5, n.1: 71-91 76

©lo<e

BY NC ND



MELO (2021)

ISSN: 2595-0797

geometria plana e espacial, o desenho geométrico, o desenho
técnico, o desenho artistico, a descritiva, a perspectiva, etc.
(BATTLE, 2011, p.2);

Fialho et al (1994, p. 157), defendem que

A geometria é, por exceléncia, a base das constru¢des mentais. Mais
importante que resolver problemas usando-se procedimentos
memorizados que, tdo logo quanto possivel, serdo esquecidos, é
necessario que se privilegie o carater formativo de todas as
disciplinas associadas ao desenho.

Ao entendermos os fundamentos aportados pela Geometria Projetiva,
nos apropriamos dos conceitos que respaldam as constru¢des geométricas,
sejam elas no bi (2D) ou tridimensional (3D).

No estudo realizado por Valcarce (2018), vemos uma anadlise da
bibliografia relacionada nas ementas dos cursos de arquitetura mostrando o
estudo da Geometria Descritiva e sua relagdo com outras areas. Deste estudo
se evidencia, que pouco da referida bibliografia, estd relacionada com a
Geometria Projetiva - que respalda toda e qualquer operacgao realizada na
representacao de formas - onde duas das instituicdes apresenta a obra de
Rodrigues (1968) que trata, em parte, de questoes de Homologia. Destacamos
que Almeida Neto (1994) ressalta o trabalho de Rodrigues (1969), como uma
obra ontoldgica sobre a Geometria Descritiva, que possui um capitulo
inteiramente dedicado a Geometria Projetiva, cujos conceitos sao
posteriormente usados de forma precisa nos tracados das representacdes
graficas.

Cavalcanti, Melo e Souza (2018, p. 73) defendem que “a visualizacao
espacial envolve a habilidade de imaginar e, mentalmente transformar
informacgdes espaciais (UTALL et al, 2013; SEABRA e SANTOS, 2007), sendo
influenciada por treinamento”. As transformagdes espaciais que sao
manipuladas pelos alunos, sdo realizadas com base tedrica nas transformagoes
geométricas, das quais a Geometria Projetiva fundamenta a representacao
grafica. Segundo Bustamante (1994, p. 42):

A Geometria Descritiva pode ser considerada como um caso
particular da Geometria Projetiva porque estd submetida aos

conceitos por ela emitidos (G. Projetiva). As operagdes projetivas e
suas propriedades se aplicam a Geometria Descritiva.

Ao nos depararmos com o ensino do Geometria Descritiva, hoje fora
da escolarizacao basica e fundamental, e parcamente ensinada nas
universidades, em cursos como arquitetura, design, artes e engenharias, nos
apropriamos das palavras de Almeida Neto (1994, p. 59), ao dizer que o
“desenho empobrece, perdendo todo o esplendor conceitual que a Geometria
Descritiva e a Geometria Projetiva lhe davam. Torna-se apenas uma técnica. E
seus professores, meros instrutores de alunos a ser adestrados”, quando nao se
conhece os aportes tedricos que respaldam todo o tragado, ou construcao.
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Bustamante (1994) ainda defende que o ensino da Geometria
Descritiva se fundamente na Geometria Projetiva, porque esta apresenta
ampla e geral fundamentacdo légica de conceitos basicos que possibilitam tirar
conclusdes, fazer adaptacoes, simplificacdes de eficientes resultados.

A partir deste arcabougo tedrico, que nos mostra a relacdo da
Geometria Descritiva com a Geometria Projetiva, realizaremos o tragado das
secdes e ao mesmo tempo dos elementos da Homologia. Deste modo,
primeiramente empreendemos uma pesquisa bibliografica do tema abordado
neste artigo para depois averiguar a Projetividade presente nas se¢des planas.

A obra de Costa e Costa (1994), procura apresentar a estrutura das
transformacoes projetivas para permitir a compreensao da importancia desta
nos sistemas de representacdo usuais. No mesmo sentido, Soares (1962) busca
exibir a teoria projetiva e sua relagdo com a Geometria Descritiva. Finalmente,
Melo (1993), realiza uma monografia que apresenta cada um dos elementos
projetivos presentes no tracado das perspectivas conicas (ainda que omitidos
ou renomeados).

Assim sendo, partindo da Geometria Projetiva, mais precisamente, da
Homologia, vamos analisar algumas se¢des planas (no cone, no cilindro, na
piramide e no prisma), destacando a presenca dos elementos da Homologia na
obtencdo de cada uma delas, e com base nos autores mencionados.

2.1. Homologia

A Homologia é um caso de perspectividade entre os elementos do
objeto e da imagem, onde um elemento duplo (reta dupla de pontos duplos ou
eixo de homologia) permite a transformagdo de um para o outro por meio de
um unico centro de projetividade (S).

Figura 4 - Teorema de Desargues

Fonte: a autora (2021)
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O teorema de Desargues enuncia que se projetamos um triangulo do
plano projetivo objeto de vértices A, B, C, desde um ponto S, obtemos outro
tridngulo imagem de vértices A’, B’, C, e dizemos que os dois tridngulos sao
perspectivos desde o centro S. Entdo, dois tridngulos sdo perspectivos se e
somente se os lados correspondentes se cortam em trés pontos alinhados (reta
dupla de pontos duplos - eixo de homologia e).

Areta aa’ sera o chamado eixo de Homologia (lugar dos pontos duplos
onde imagem e objeto coincidem X=X’, Y=Y’ e Z=7').

2.1.1. Retas limites - Eixos de Fuga e Eixo de Desvanecimento

Se tomamos pelo centro de homologia S um plano paralelo ao plano
objeto cortaremos o plano imagem na reta limite que sera f’ (eixo de fuga) que
correspondera a imagem de todos os pontos do objeto que estardo no infinito
(SOARES, 1962; MELO, 2017), como se pode verificar na figura 5 a seguir.

Figura 5 - Eixo de fuga (f”)

Fonte: a autora (2021)

Igualmente, se tracamos pelo centro S um plano paralelo ao plano
imagem, cortaremos o plano objeto na reta d (eixo de desvanecimento) que
correspondera aos pontos do objeto que estardo no infinito (SOARES, 1962;
MELO, 2017), tal como podemos verificar na figura 6.
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Figura 6 - Eixo de Desvanecimento (d)

\
\

Fonte: a autora (2021)

O centro de homologia S e os eixos e, f e d mantém uma relacao de
distancia de tal forma que:

Sod=esf

S&Sf=esd

Como tais eixos sdo gerados por um sistema de planos paralelos dois
a dois, a distancia de uma delas ao eixo e, ¢ a mesma que a distancia da outra
ao centro de projetividade, e vice-versa. Por este motivo, também as retas
limites serdo paralelas ao eixo e. Ambas propriedades se manterao quando o
sistema seja estabelecido em planos sobrepostos e representado num tnico
plano euclidiano (SOARES, 1962; ABAJO e BENGOA, 2006; MELO, 2020).
Também os trés eixos da homologia sdo paralelos entre si:d // e // . A seguir
vemos a figura 7 que mostra o esquema da situacao vista de perfil:

Figura 7 - Esquema de paralelismo e distancia entre os elementos de uma Homoligia
qualquer

Plano Objeto
s d
]
)

f ! . e Plano Imagem

/o

Fonte: a autora (2021)
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2.1.2. A Reta Polar e seu Polo

Segundo FIC (1968, p. 453), no teorema sobre a propriedade Polo e
Polar, “[...] por um ponto P, dado no plano de um circulo, tira-se uma secante
qualquer PDC; o lugar do ponto G, conjugado harménico do ponto P em relagao
as extremidades da corda CD, é uma reta perpendicular ao diametro que passa
pelo ponto P.”. Podemos observar a construc¢do na figura 8, a seguir:

Figura 8 - Polo Polar baseada na figura 519 de FIC, pagina 453 (1968).

Fonte: a autora (2021)

A polar de um ponto dado é o lugar geométrico do conjunto harmonico
deste ponto - é a reta polar de um ponto

Quando a Polar corta a circunferéncia, o seu Polo estara fora da curva;
quando a Polar tangenciar a curva o Polo estara no mesmo ponto de tangéncia;
finalmente, para a Polar fora da curva, o Polo estara no interior da curva.

Na projetividade entre retas sobrepostas em Involugdao (COSTA e
COSTA, 1994), vemos que a Reta de Steiner sera a Reta Polar da circunferéncia
utilizada para encontrar os homadlogos objeto e imagem, e que o seu Polo
estara dentro ou fora da circunferéncia conforme a posicdo da mesma em
relacdo aquela circunferéncia. A posi¢cdo da Reta de Steiner, entao, determinara
o tipo de projetividade entre as retas: reta passando fora da circunferéncia -
projetividade eliptica; reta tangenciando a circunferéncia - parabdlica; reta
secante a circunferéncia - hiperbdlica. Nestes casos a projetividade
apresentara 0 (zero) ponto duplo, 1 (um) ponto duplo e 2 (dois) pontos duplos.

Figura 9 - Tipo de Projetividade

Reta de Steiner Reta de Steiner Reta de Steiner

i an Projetividade Hiperbdlica
Projetividade Eliptica Projetividade Parabdlica ) P
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Fonte: a autora (2021)

Nas transformagdes homoldgicas das curvas conicas, vemos que o eixo
de desvanecimento, sera a Reta Polar da transformacdo da curva objeto com
respeito a sua transformada - imagem. O Polo com respeito aquela Polar, sera
0 novo centro da curva imagem - transformada do objeto (COSTA e COSTA,
1994; MELO, 2020).

3. ANALISE DAS SECOES PLANAS

Analisaremos a seguir as se¢des planas realizadas em superficies
curvas - cones e cilindros - e em superficies poliédricas - piramides e prismas
- de modo que possamos verificar a presen¢a dos elementos projetivos da
Homologia em cada um dos casos, e estabelecermos assim um paralelo entre a
Homologia e as sec¢des planas. Finalmente, destacamos que todas as se¢des
realizadas e analisadas aqui, podem ser estendidas para se¢des de maneira
geral.

Costa e Costa (1994), ja destacam que as projecdes dos objetos sobre
os planos, e as operacgoes realizadas neste sistema - tal como o rebatimento -,
estabelecem-se por meio de uma perspectividade, uma vez que cada par de
pontos homologos se localiza em linhas de chamada paralelas entre si - centro
S improprio -, caracteristica descoberta por Monge, e tratando-se de um caso
de afinidade homoldgica.

Também Soares (1962), direciona seu trabalho para uma aplicagdo
pratica da Geometria Projetiva a Descritiva e procura estudar a
correspondéncia homologica entre duas figuras no espaco, projetadas a partir
de um centro fixo, destacando que este é o caso tipico da se¢do plana de um
sélido.

3.1 Caso 1 - Secdo plana no cone

Na explicagao n? 376, pagina 280, FIC (1960), justifica o tracado da
sec¢do realizada por um plano obliquo ao eixo do cone reto, demonstrando que
a elipse estabelecida em tal se¢do apresenta seu centro fora do eixo daquela
superficie conica. Na mesma explicac¢do, é destacado que na projecao em 1, o
vértice do cone, sera um dos focos da curva-se¢do, no caso, uma elipse.
Segundo a posicao do plano de se¢do em relacao ao eixo do cone, a curva
encontrada podera ser ainda uma parabola, uma hipérbole ou uma
circunferéncia. Tal como na transformacdo de curva realizada na Geometria
Projetiva, a curva imagem mantera a natureza da curva objeto, ou seja, sera
uma curva de 22 grau.

Como veremos na discussao desta secao como um caso de homologia,
a transformacao de uma circunferéncia em uma elipse ocasiona que o centro
da nova curva - figura imagem - sera o Polo da Reta Polar e ndo o centro da
figura objeto - circunferéncia, sendo a Reta Polar, o eixo de desvanecimento d.
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Figura 10 - Se¢do por um plano a num cone reto

V2=8§ f’/

da—se = go=s '
e—=f' =5 <—=>d

am2

Fonte: a autora (2021)

O Plano de se¢do a - obliquo ao eixo do cone reto - seccionara o
mesmo. A se¢do conica realizada - que nesse caso corresponde a uma elipse -
, sera a transformacao da circunferéncia da base do cone - plano objeto - pelo
centro de homologia S =V (vértice), tal como vemos na figura 10.

O trago do plano a em w1 - plano que contém a base do cone -
corresponde ao eixo de homologia e (a m1). Tracando pelo centro S um plano
paralelo ao plano da secdo e interceptando o mesmo com o plano ml,
encontraremos o eixo de desvanecimento d, lugar préprio de todos os pontos
improéprios da imagem. O eixo de fuga f - lugar de todos os pontos proprios
que correspondem aos pontos impréprios do objeto -, serd conseguido ao
tracarmos pelo centro S um plano paralelo ao plano objeto (1) com a
intersecdo com o plano imagem a. Na figura 7, apresentada na se¢do anterior,
podemos verificar as relagdes de posicdo e distancia entre o centro S, os eixos
e, f e d. Nesta situacdo, temos um caso geral de Homologia.

3.2 Caso 2 - se¢do plana no cilindro

Na secdo de um cilindro por um plano obliquo ao eixo do mesmo - a
elipse resultante sera a imagem da base do cilindro assentada sobre o plano
n1. O centro de homologia (S) estara no infinito na direcdo das geratrizes do
cilindro. Como o centro S estd no infinito, os eixos de fuga f e de
desvanecimento d serdo improprios. O traco aml correspondera ao eixo de
homologia e, a reta dupla de pontos duplos comum ao plano objeto e ao plano
imagem, nas palavras de Soares (1962), todos os pontos sdo homdlogos de si
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mesmos. Mais precisamente, terfamos um caso de Afinidade Homoldgica
(RODRIGUES, 1968; COSTA e COSTA, 1994).

Figura 11 - se¢do por um plano a no cilindro reto

Qe= Se=

a2

@

aml=e
Fonte: a autora (2021)

Sendo um caso, onde o centro S é improprio e os eixos ou retas limites
também sao improéprios, o centro da curva imagem - elipse - coincidira com o
centro da curva objeto - circunferéncia da base do cilindro. O Polo é o préprio
centro C da curva e a Polar estara no infinito. Sendo, vejamos: ao tragarmos
pelo centro C = Polo, as secantes AB e DE, e ao tragarmos por suas
extremidades as tangentes t1, tZ e t3, t4, respectivamente, as retas serdo
paralelas entre si e encontrardo a Polar no infinito, conforme a figura 12.

Figura 12 - Polo Polar, com Polo = Centro da circunferéncia
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Fonte: a autora (2021)

Segundo o teorema apresentado em FIC (1968, p. 474), “a secdo dum
cilindro de revolugdo por um plano que corta todas as geratrizes é uma elipse,
que tem por eixo menor, o didmetro do cilindro”. Tal condi¢do pode ser
verificada na V.G. da elipse rebatida sobre a vista em 72 (figura 11), na qual
ainda podemos verificar a coincidéncia dos centros das duas curvas.

3.3 Caso 3 - Se¢do plana na pira@mide

Analogamente, as secOes realizadas nas piramides assumem as
mesmas relacdes homoldgicas das se¢des realizadas nos cones, tal como
veremos na discussao seguinte.

No exercicio 3.5.3, Costa e Costa (1994), mostram a presenca dos
elementos da homologia na se¢do realizada numa piramide de base triangular.

Na figura 13, podemos observar que o vértice da piramide cortada
sera o Centro de Homologia (§), a base da piramide (ABCD), assentada no Plano
m1 serd o objeto e a secdo realizada (A’B’C’D’) serd a imagem. O trago do plano
da secdo aml, sera o eixo de homologia e.
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Figura 13 - secdo por um plano o numa piramide reta

5=V2

am2 i

aml =e D1

Fonte: a autora (2021)

Ao tracarmos pelo centro S um plano paralelo ao plano da se¢do «,
encontramos em 11, o eixo de desvanecimento d. O eixo de fuga f’, sera o traco
do plano paralelo a base ABCD, tragado pelo centro S, que corta o plano imagem
a - plano da sec¢do. Tal como no cone, temos um caso geral de Homologia.

3.4 Caso 4 - Se¢do plana no prisma

Ao seccionarmos um prisma por um plano que corta todas as suas
arestas obtemos um poligono de nimero de lados igual ao numero de lados da
base do prisma seccionado. A secdo serd a imagem da base do prisma
assentado em 1. O centro de homologia S sera improéprio na direcao das
arestas do prisma seccionado. Tal como no caso do cilindro, sendo S improprio,
os eixos de fuga f’ e de desvanecimento d, serdao também improéprios. O eixo de
homologia e, por sua vez, sera o trago a1 no plano objeto.
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Figura 14 - secdo pelo plano a no prisma de base quadrangular

pes e

fge=

—

s am?

Fonte: a autora (2021)

Novamente, teriamos um caso de Afinidade Homologica (RODRIGUES,
1968; COSTA e COSTA, 1994).

Para finalizarmos a nossa, andlise, apoiamos a nossa defesa na
discussao e apresentacdo do Teorema de Desargues realizada por Costa e
Costa (1994), tal como se pode observar na figura 15. No referido texto os
autores destacam os planos a, f§ e y, formados por retas homoélogas -objeto e
imagem - cujas intersecdes, sdo as projetantes AA’S, BB’S e CC’S, de tal forma
que a figura gerada nada mais é que uma piramide de base em «a’, de vértice S,
cortada pelo plano a. Descricio semelhante, apresenta Soares (1962) ao
apresentar o mesmo teorema e retas limites dos planos imagem e objeto,
respectivamente d e ). Do mesmo modo, ao enunciar a definicdo da pintura
pelo uso do perspectégrafo, Alberti (1547), se refere a ela [pintura], como
sendo a secao de uma piramide cuja base é o objeto real a ser retratado, e cujo
centro é o olho do pintor.
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Figura 15 - Homologia - Teorema de Desargues

Fonte: Costa e Costa, p. 148 (1994)

Deste modo, pintura e teorema de Desargues, descrevem a mesma
figura geométrica - no sentido tedrico e idealizado - que materializamos ao
realizar as se¢des por meio da linguagem grafica, ou seja, o desenho.

4. CONCLUSOES

Todas as projecdes realizadas dos elementos geométricos (sélidos ou
entes primitivos) sdo operacgdes projetivas homoldgicas, onde podemos ter o
centro S proprio, para o caso das proje¢des conicas; ou o centro S impréprio,
para o caso das proje¢des cilindricas.

Outrossim, as préprias se¢oes planas realizadas nas superficies curvas
ou poliédricas, sao casos de transformagdes projetivas com respeito as bases
das mesmas. Elas podem ser consideradas a transformacao da base por um
centro S proprio (vértice), nos casos dos cones e piramides; ou um caso de S
improprio (direcao das arestas ou geratrizes), nos casos de cilindros e primas.
Respectivamente, teremos um caso geral de Homologia ou um caso de
Afinidade Homoldgica.

Todos os elementos da homologia se encontram presentes e
determinados para cada uma das situagoes, sejam eles préprios ou improprios,
mantendo ainda suas relacdes de paralelismo (e//f//d) e distancia (d «—e
=f+—>S;d «—>S = «—>f),

Ainda ressaltamos, que o cone pode ser considerado como uma
piramide com um numero infinito de lados, onde a base se aproxima da
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circunferéncia; e o cilindro, como um prisma de um niimero infinito de lados,
cuja base também se aproxima da circunferéncia. Além disso, o cilindro pode
ser considerado como um cone, cujo vértice esta no infinito; e o prisma, como
uma piramide cujo vértice também esta no infinito.

Apoiando-nos ainda no pensamento de Diderot em L’interpretazione
della natura (1753 apud CONSIGLIO, 2014), de que na matematica,
examinando todas as propriedades de uma curva - no caso, as conicas -, ndo
encontramos nada além da mesma propriedade apresentada em diferentes
aspectos, ou seja, a elipse é equivalente a circunferéncia, podemos tomar a
secdo que se apresenta como tal curva como uma transformac¢do da
circunferéncia. Isso reforca nossa andlise das se¢des planas como casos de
homologias.

Assim sendo, estas figuras e suas secoes podem ser consideradas
desde a 6tica das Transformacdes Projetivas, especificamente, dentro de casos
da Homologia, onde podemos encontrar os seus elementos, quais sejam o eixo
de homologia e, as retas limites d e f, e o centro de homologia S, tal como
apresentamos nos casos estudados neste trabalho.
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