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RESUMO

Nosso objetivo principal, neste texto, € o de fornecer uma introducao critica
ao paradoxo do Mentiroso, tanto do ponto de vista técnico, quanto do ponto
de vista filosofico. Primeiramente, vamos apresentar diferentes versdes do
Mentiroso e relacionar importantes resultados limitativos associados a ele, o
Lema Diagonal e o Teorema da Indefinibilidade de Tarski. Em seguida, ire-
mos apresentar algumas das principais abordagens do paradoxo. Finalmente,
iremos confrontd-las com uma mesma objecdo: a aparente impossibilidade
de se conciliar completamente poder expressivo ilimitado de um lado e con-
sisténcia ou ndo-trivialidade de outro.
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ABSTRACT

Our main goal in this text is to provide a critical introduction to the Liar pa-
radox, both from a technical point of view, as well as from a philosophical
point of view. First, we shall present different versions of the Liar and list
important limiting results associated with it, the Diagonal Lemma and
Tarski’s Undefinability Theorem. Next, we shall present some of the main
approaches to the paradox. Finally, we shall confront them with the same
challenge: the apparent impossibility of completely reconciling unlimited ex-
pressive power on the one hand and consistency or non-triviality on the
other.
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1. Introducao

Para comecar, considere o seguinte problema: imagine que vocé acaba
de chegar em uma ilha onde todos os nativos sdo cavaleiros ou escudeiros. Os
cavaleiros sdo inteiramente honestos e os escudeiros s@o inteiramente mentiro-
sos; ou seja, tudo que os cavaleiros dizem € verdadeiro e tudo que os escudei-
ros dizem € falso. Vocé estd a procura de John, um escudeiro da ilha que lhe
deve dinheiro. A certa altura, vocé suspeita que o tenha encontrado, mas nao
tem certeza, pois John tem dois irmados gémeos, James e William. James tam-
bém é um escudeiro e William € um cavaleiro. Suponha que nessa situacdo
vocé tenha direito a uma Unica pergunta com menos de cinco palavras para
descobrir se o individuo € o John. Qual € a pergunta? A partir de uma breve
reflexdo, podemos ver que a resposta para a pergunta em questdo deveria ser:
“vocé é o James?”. Somente John responderd que sim. James e William, for-
cosamente, deverdo dizer que ndo. Esse problema foi proposto por Smullyan
(1978), como um enigma sobre a verdade. Agora, suponha que John (ou qual-

quer outro habitante da ilha) afirmasse o seguinte:
0) Eu sou um escudeiro.

Ora, pelo que sabemos a respeito da ilha, John deve ser um cavaleiro ou um
escudeiro. Ele € um cavaleiro se, e somente se,* tudo o que ele diz € verdadei-
ro, ele € um escudeiro sse tudo o que ele diz € falso. John afirma que € um es-
cudeiro. Por um lado, se a sentenca (/) for verdadeira, entdo John € um
escudeiro (é exatamente isso que diz a sentenga) e, assim sendo, (/) deve ser
falsa (ja que ela foi dita por um escudeiro que somente profere falsidades).
Por outro lado, se a sentenca (/) for falsa, entdo John ndo é um escudeiro e,
como s6 ha escudeiros ou cavaleiros na ilha, John deve ser, entdo, um cavalei-
ro e, sendo assim, a sentenca deve ser verdadeira (ja que ela foi dita por um
escudeiro que somente profere falsidades). Portanto, John € um cavaleiro sse
ele é um escudeiro, sua afirmagdo é verdadeira sse sua afirmacdo ¢ falsa.
Diferentemente do enigma apresentado na abertura do presente texto,

o problema de determinar o valor de verdade de (/) ndo parece ter solu¢do nas

4 . . ~ ' '
Deste ponto em diante, vamos abreviar a expressdo "se, e somente se" por "sse'.
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condicdes dadas. Nesse sentido, dizemos que o segundo problema é um para-
doxo. Especificamente, esse paradoxo pode ser considerado uma versdo do
paradoxo do Mentiroso, foco do presente artigo.

Um paradoxo pode ser entendido como um argumento aparentemente
aceitavel que conduz, através de premissas (ou pressuposicdes) aparentemente
aceitdveis, a uma conclusdo aparentemente inaceitdvel. Nessa perspectiva, di-
zemos que um paradoxo surge quando somos levados para o aparentemente
inaceitdvel partindo do aparentemente aceitdvel (cf. READ, 1995, p.193 e
SAINSBURY, 2009, p.1).

Uma solucgdo répida e aceitdvel do paradoxo do escudeiro consiste em
simplesmente recusar sua existéncia. Uma ilha que satisfaca rigorosamente
tais condi¢des simplesmente ndo existe, ela € tdo plausivel quanto o cavalo
branco que nio € branco. Como veremos em seguida, uma familia de parado-
xo0s pode ser associada ao Escudeiro, a familia do paradoxo do Mentiroso.

Como veremos neste artigo, hd vérias versdes do paradoxo do Menti-
roso que ndo permitem uma solugao tao simples. Particularmente, vérias abor-
dagens dadas ao paradoxo do Mentiroso surgem ao propor algum tipo de
revisdo dos pressupostos envolvidos. Ainda que possamos tratar os paradoxos
de maneira lddica, como no exemplo do Escudeiro, alguns paradoxos podem
revelar problemas fundamentais sobre os conceitos envolvidos.

Nesta 4rea da Ldgica e da Filosofia, tio importantes quanto os propri-
os paradoxos sdo as ricas abordagens e técnicas elaboradas no intuito de re-
solvé-los. Além disso, importantes técnicas semanticas e importantes
resultados metaldgicos foram estabelecidos como consequéncia dos limites es-
tabelecidos por estes paradoxos em teorias formais.

Tendo isso em vista, o presente artigo tem como objetivo apresentar
uma introdugdo critica ao paradoxo do Mentiroso (ou, simplesmente, Menti-
roso), destacando os principais resultados técnicos a ele relacionados, as prin-
cipais abordagens propostas ao paradoxo e levantando algumas reflexdes
filoséficas relacionadas.

Na secdo 2, vamos expor os pressupostos envolvidos no Mentiroso a

partir de suas principais versdes, reunidas no conjunto de paradoxos que cha-
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mamos aqui de “familia do mentiroso”. Na secdo 3, veremos que as versoes
do Mentiroso apresentadas na secdo 2 estdo apoiadas em resultados formais
importantes, geralmente estudados em cursos de metaldgica. Especificamente,
iremos conferir o Lema da Diagonal e o Teorema da Indefinibilidade de Tars-
ki. Feito isso, na sec¢@o 4, iremos apresentar algumas das principais aborda-
gens filoséficas do Mentiroso. Particularmente, vamos expor trés influentes
tratamentos dados a ele. Comecaremos pela abordagem de Tarski que lida
com o Mentiroso através de uma hierarquias de linguagens. Posteriormente,
veremos a abordagem de Kripke que admite lacunas (gaps) de valores de ver-
dade (i.e. sentengas que ndo sao nem verdadeiras e nem falsas). Por fim, va-
mos conferir a abordagem dialeteista dada por Priest que assume aglutina¢des
(gluts) de valores de verdade (i.e. sentengas que sdo tanto verdadeiras quanto
falsas). Ao longo da se¢@o 4 vamos indicar que as abordagens dadas ao Menti-
roso, inclusive a dialeteista, restringem o poder expressivo da linguagem de
uma maneira ou outra e que, portanto, a resiliéncia do Mentiroso esta relacio-

nada com o limite expressivo das linguagens em que ele ocorre.

2. A Familia do Mentiroso

Nesta se¢do, iremos apresentar informalmente as principais versdes do
Mentiroso, apontando seus pressupostos.

A versdo simples do Mentiroso, também conhecida como Mentiroso
Simples, pode ser exemplificada por qualquer sentenga autorreferencial que
atribui a si mesma o predicado "€ falsa". Considere, por exemplo, a seguinte

sentenca:

(1) (1) é falsa.

(1) é uma sentenca que diz de si mesma que € falsa.” Se (1) é verdadeira, o
que ela diz € o caso, entdo (1) € falsa. Se, por outro lado, (1) é falsa, o que ela
diz € o caso, entdo ela é verdadeira. (1) é verdadeira sse (1) € falsa. Logo, (1)

€ verdadeira e falsa. Dois pressupostos fundamentais acerca do conceito de

5 . . . , . . .

Existem outros mecanismos disponiveis na linguagem natural para produzir sentengas au-
torreferenciais. Por exemplo, poderiamos dizer que a sentenca em itdlico na nota 5 do pre-
sente texto € falsa.
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verdade estdo implicitos no presente argumento, o Principio de Bivaléncia

(PB) e a Transparéncia da Verdade (ou Esquema T):

(PB) Toda sentenca é verdadeira ou falsa.

(T)  Uma sentenca é verdadeira sse o que ela diz € o caso.

A primeira vista, pode-se supor que a rejei¢do do (PB) seja completa-
mente suficiente para resolver o Mentiroso. Esta € uma suposi¢cdo apressada,
como fica claro pela apresentacdo de uma versao mais forte do Mentiroso, o

Mentiroso Reforcado:
2) (2) ndo é verdadeira.

Na medida em que se rejeita o (PB), algumas sentencas ndo sdo ver-
dadeiras nem falsas. Classicamente, "falsa" e "ndo-verdadeira" sdo predicados
co-extensionais. Esse tipo de rejei¢do do (PB) é normalmente identificado co-
mo truth value gaps (lacunas de valores-verdade). Entretanto, apenas classifi-
car (2) como nem verdadeira nem falsa ndo resolve o problema. Afinal, se (2)
ndo € verdadeira nem falsa, a fortiori (2) ndo é verdadeira, confirmando aquilo
que € dito por (2). O novo paradoxo pressupde niao o (PB), mas o Principio do
Terceiro Excluido (PTE); que de toda sentenca, ela ou sua negacdo é verda-
deira. Novamente, por (T), (2) é verdadeira sse (2) ndo € verdadeira. Logo,
pelo (PTE), (2) é verdadeira e (2) ndo € verdadeira.

Nas versodes anteriores, os paradoxos foram obtidos por meio de sen-
tencas que referiam-se a si mesmas, sentengas autorreferenciais. Entretanto,
algumas versdes do Mentiroso podem ser também engendradas por ciclos de

referéncia, como exemplificado pelo paradoxo do Cartdo Postal:
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3) (4) é verdadeira.

@ (3) ndo € verdadeira.

Note que neste caso ndo temos autorreferéncia, mas ainda temos algum tipo
de circularidade sob a relagdo de referir, (3) se refere a (4) que, por sua vez,
refere-se a (3). Por argumentos andlogos aos anteriores, podemos verificar que
(3) e (4) também ndo admitem avalia¢des consistentes.

A circularidade presente em (1), (2), (3) e (4) parece depender de cer-
tas circunstancias empiricas e extrinsecas em relacdo as sentencas elas mes-
mas. Entretanto, como veremos mais tarde (por meio do Lema Diagonal), é
possivel garantir a existéncia desse tipo de circularidade mesmo em cendrios
muito bem arregimentados.

A préxima versao, conhecida como paradoxo de Yablo,® aparenta dis-
pensar todo tipo de circularidade ou autorreferéncia. Neste caso, vamos preci-

sar de uma lista com infinitas sentencas:

(5)) Paratodo x>1, (5 X) nio € verdadeira.
(5,) Paratodo x>2, (5x) nao € verdadeira.

(55)  Paratodo x>3, (5X) ndo é verdadeira.

(5,) Paratodo x>n, (S,V) nio € verdadeira.

(5,+1) Paratodo x>n+1,(5,) ndo ¢ verdadeira.

Suponha que (5.) é verdadeira (para qualquer k>0). Assim, para todo x>k,
(5x) ndo é verdadeira, pois € isto mesmo que (5 k) diz. Consequentemente,
(5 ;m) nao é verdadeira. Ora, se (5k+1) ndo é verdadeira, entdo, para algum
y>k+1, (5 y) ¢ verdadeira, logo, (5 k) ndo € verdadeira. Portanto, nenhuma
sentenca da lista pode ser consistentemente avaliada como verdadeira, nenhu-
ma delas € verdadeira. Isto implica que, para qualquer x>k , (5,) ndo ¢ verda-

deira, qualquer que seja k>0. Logo, (5,) é verdadeira, qualquer que seja k>0.

® Inicialmente proposta por Yablo (1993).
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Em suma, todas as sentengas da lista sdo verdadeiras e nenhuma delas € ver-
dadeira.

O paradoxo de Yablo sugere que a circularidade pode nio ser um re-
quisito necessario para a obtencdo dos paradoxos.” Veremos agora que a circu-
laridade também ndo €, alegadamente, um requisito suficiente para a obteng@o
dos paradoxos. Algumas sentencas podem engendrar circularidade sob a rela-
cdo de referir, sem contudo derivar paradoxos. Considere as seguintes senten-

cas:

(6) (6) € um exemplo de autorreferéncia.
@) (7) contém menos de vinte palavras.

(8) (8) € verdadeira.

As trés tltimas sentencas ndo parecem engendrar paradoxos. Ao me-
nos, nao parece haver razdes que nos impedissem de avalid-las consistente-
mente como verdadeiras ou falsas. (6) e (7) sdo intuitivamente verdadeiras.
Quanto a (8), ndo ha qualquer critério para decidir se ela é verdadeira ou fal-
sa. De todo modo, ela pode ser avaliada tanto como verdadeira quanto como
falsa, sem que isto implique uma contradicdo. Na literatura, (8) é conhecida
como Truth Teller. O valor de (8) é frequentemente classificado como up for
grabs ou, simplesmente, como um valor em disputa, ou arbitrario.

Algumas versdes do Mentiroso podem depender de fatores contingen-
tes e extrinsecos as sentengas elas mesmas. Assim, existem sentengas que en-
volvem essencialmente circularidade, mas que podem ou ndo engendrar
paradoxos, a depender de fatores extrinsecos. Estas versdes sao conhecidas

como Mentirosos Contingentes. Exemplo:
) (9) é falsa e ndo existe vida em Trappist-1.

Ora, se (9) é verdadeira, entdo, as duas sentengas que a compdem devem ser

verdadeiras. Assim, (9) ndo pode ser verdadeira (€ falsa). Por outro lado, se ao

7 Isso ndo é consensual. Pode-se argumentar que cada uma das sentengas na lista infinita de
Yablo € autorreferencial. Grosso modo, se cada uma das sentencas diz de todas as seguintes
que elas ndo sdo verdadeiras, entdo cada uma delas tem um componente indexical que s6 po-
de ser preenchido por referéncia a sentenca ela mesma. Cada sentenca diz algo como "todas
as sentencas seguintes a esta propria sentenca sio ndo-verdadeiras".
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menos uma de suas componentes € falsa, (9) € falsa. Suponha que existe vida
em Trappist-1. Neste caso, (9) € simplesmente falsa. Isto torna verdadeira a
primeira componente de (9), mas nao torna verdadeira (9), ela mesma. Alter-
nativamente, se ndo existe vida em Trappist-1, (9) € verdadeira sse (9) € falsa.
Portanto, o valor semantico de (9) depende de fatos contingentes e extrinsecos
a sentenca ela mesma. Se houver vida em Trappist-1, (9) € falsa, de outro mo-
do, (9) € paradoxal.

Assim como podemos utilizar a conjun¢io e outros conectivos ou
quantificadores para formar novos mentirosos contingentes, podemos também
utilizar os conectivos e quantificadores para construir versdes do paradoxo de
Curry. A especificidade do Curry € que ele coloca diretamente uma ameaca

de trivialidade para as teorias.® Considere o seguinte exemplo:
(10)  Se (10) é verdadeira, entdo todas as sentengas sao verdadeiras.

Pela interpretacdo classica da condicional, (10) ndo pode ser avaliada consis-
tentemente como falsa, pois se (10) € falsa, sua antecedente € verdadeira e sua
consequente € falsa e, assim, (10) € verdadeira e falsa. Por outro lado, se (10)
€ verdadeira, entdo, a sentenca antecedente de (10) também € verdadeira, pois
€ isso mesmo que ela diz. Por Modus Ponnens (MP), todas as sentencas sao
verdadeiras. Vimos que, sob a hipétese de que (10) € verdadeira, entdo todas
sentencas sdo verdadeiras. Ora, isto € exatamente o que (10) diz. Isso é uma
demonstracdo da verdade de (10).” Logo, por (MP), todas as sentengas sao
verdadeiras. Note que poderiamos substituir a consequente de (10) por qual-
quer sentenca da linguagem em questdo e 0 mesmo argumento poderia ser uti-
lizado como uma demonstracio desta sentenga.

O paradoxo de Curry desempenha, em relac@o a estratégia de agluti-
nagdes, um papel andlogo ao que o Mentiroso Reforcado desempenha em re-

lacdo a estratégia de lacunas. A estratégia de aglutinacdes consiste em admitir

¥ Classicamente, inconsisténcia implica trivialidade, pelo Principio de Explosdo (PE). O pa-
radoxo de Curry ameaca de trivialidade mesmo aquelas teorias que rejeitam o (PE), as teori-
as paraconsistentes.

? Formalmente, esse passo é desempenhado pelo Teorema da Dedugio (TD) (ou Prova Con-
dicional). Em alguns contextos, o mesmo argumento pode ser formalizado por meio da Con-
tracdo (Con).
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que algumas sentencas sdo concomitantemente verdadeiras e falsas (truth-
value gluts). O paradoxo de Curry mostra que, nestes casos, se ainda valem
certas propriedades da condicional, como (MP) e (Con) ou (TD), a trivialida-
de ndo pode ser evitada.

Existem muitas outras versdes do Mentiroso, mas seria impossivel in-
troduzir de forma exaustiva toda esta familia de paradoxos. Tendo apresenta-
do informalmente as principais versdes, tentaremos agora precisar um pouco

melhor os principais resultados formais que fundamentam estes argumentos.

3. Aspectos formais

Os paradoxos acima apresentados estdo apoiados em certos resultados
formais estudados em cursos de Metaldgica.'” Nesta se¢do, iremos apresentar
alguns destes resultados. Iremos apresentar o Lema Diagonal e o Teorema da
Indefinibilidade de Tarski. O Lema Diagonal garante a possibilidade de re-
construir, em teorias formais, sentencas autorreferenciais (ou que se compor-
tam logicamente como sentencas autorreferenciais). O Teorema da
Indefinibilidade estabelece um limite rigoroso para tais teorias. Grosso modo,
uma teoria formal que satisfaca as condi¢cdes do Lema Diagonal ndo pode
conter o seu proprio predicado-verdade, nenhum dos seus predicados define o
conjunto de todas as sentengas verdadeiras da prépria teoria. Este importante
resultado foi estabelecido pelo filosofo, l6gico e matemético polonés Alfred
Tarski.

Uma teoria é um conjunto de sentengas /” fechado sob a relacdo de
consequéncia ldgica sintética, ou seja, A€ 1", se I' = A (para qualquer senten-
ca A da linguagem da teoria). Note que, dado qualquer conjunto de sentengas
I' de uma linguagem L, o conjunto das suas consequéncias dedutivas (teore-
mas), TH (I"), é uma teoria nesta linguagem. Dizemos que uma teoria = (na
linguagem L) € recursivamente axiomatizavel, se existe um conjunto recursivo

de sentencas I” de L, tal que, TH (I")=2"

120 leitor pode encontrar uma exposiciio mais detalhada destes resultados em Boolos at al
(2007) e também em Cardoso (2018).

" pela Tese Church-Turing, as funcdes recursivas (equivalentemente, as fun¢des computa-
veis por maquinas de turing) sdo exatamente as fungdes efetivamente computdveis, aquelas
que podem ser computadas por algoritmos. A fungdo caracteristica de um conjunto determi-
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Uma teoria 2 € inconsistente sse existe uma sentenga A da linguagem
de 2, tal que, 2 FHAA—= A, X ¢ consistente sse 2 ndo € inconsistente. Uma
teoria 2 € trivial sse, para toda sentenca B da linguagem de 2, 2 B. Pelo
(PE), se 2 € inconsistente, 2 € trivial. Por outro lado, se 2 € trivial, entdo, 2
prova todas as sentencgas da sua linguagem. Logo, a fortiori, 2" € inconsistente.

Logo, 2 € inconsistente sse 2 € trivial.

3.1. O Lema Diagonal

Os resultados limitativos que iremos apresentar a seguir dizem respei-
to a um tipo especial de teorias, aquelas que sdo capazes de representar todas
as fungdes recursivas. Grosso modo, isso permite que tais teorias sejam capa-
zes de emular as sentengas paradoxais exemplificadas na secdo 2. Como
exemplos paradigmdticos, veremos que algumas teorias aritméticas (todas as
extensoes da Aritmética de Robinson - Q) satisfazem este requisito. "

As sentencgas paradoxais exemplificadas na se¢do anterior ndo sio sen-
tencas aritméticas. A principio, sentengas aritméticas envolvem termos para
nimeros € operagdes como soma, multiplicacdo, etc. Como podemos, entio,
dizer que € possivel de algum modo emular as sentengas paradoxais mencio-
nadas? Ora, sabidamente, o poder expressivo da Aritmética reside em seu po-
tencial representativo. Por meio de codificacOes, podemos representar muitas
outras coisas com as sentengas aritméticas. Em particular, todas as fungdes re-
cursivas sdo representdveis em todas as extensdes de Q.

A linguagem da Aritmética € definida pelo seguinte conjunto de sim-
bolos ndo légicos: [0,5,+,%,<}. A interpretagdo (modelo) padrdo dessa lin-
guagem toma como dominio o conjunto dos nimeros naturais, interpreta s
como a fung¢io de sucessor, + € X como as operacdes de soma e multiplicacdo

e < como a relagio de ordem estrita “menor que”. O conjunto de todas as sen-

na, para todo x, se x pertence ou ndo a este conjunto. O conjunto € recursivo sse a sua fun-
¢do caracteristica € recursiva. Isso € uma simplificagdo. Para mais detalhes, ver Boolos et al
(2007).

12 Q ¢ também conhecida como Aritmética Minimal. Ela € forte o suficiente para represen-
tar todas as fungdes recursivas, mas fraca o suficiente para ndo autorizar as generalizag¢des
obtidas por provas indutivas (Q ndo tem um axioma de indug@o). Esta € a principal diferenca
entre Q e sua mais famosa extensdo, a Aritmética de Peano - PA. O leitor pode encontrar
uma apresentacdo de Q e também de PA em Boolos et al (2007, cap.16).
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tencas da linguagem da Aritmética que sdo verdadeiras no modelo padrio € a
teoria conhecida como Aritmética Verdadeira (V). Um dos resultados que ve-
remos a seguir diz exatamente que V ndo € recursivamente axiomatizédvel.
Antes de falar em representabilidade, precisamos adotar algum esque-
ma de codificagdo. A seguinte correspondéncia ¢ entre nimeros e simbolos
primitivos na linguagem da Aritmética é o primeiro passo. Vamos nos restrin-
gir a representar funcdes sintdticas definidas sobre expressdes da propria lin-
guagem da Aritmética. De outro modo, teriamos de incluir mais coisas nesse

esquema de codificagao:

1 3 5 7 9 11| 13 |25(36 | 8 | 24| 72| 360

O esquema acima, portanto, permite relacionar cada simbolo primiti-
vo da linguagem da Aritmética com um Unico nimero e cada sequéncia de
simbolos com uma tnica sequéncia de nimeros. Isso € suficiente para obter
uma fun¢do que leve de sequéncias de simbolos a nimeros, a fun¢do nimero

de godel:
n n-l c(s. )
gn((sgs8ys-8,_)) =2 x| [T(@@ )
i=1

Onde 7 é uma fungdo que leva de nimeros inteiros a nimeros primos, uma
enumeragdo dos primos. A funcdo ¢, também utilizada na definicdo, é aquele
esquema de correspondéncia descrito na tabela acima. Assim, ¢ (S;_ 1) nos da o
nimero que corresponde ao simbolo que aparece na posi¢io i — 1 da sequéncia
de simbolos. Este método de codificacio estd baseado no fato de que todo nii-
mero natural tem uma tnica decomposi¢do em fatores primos. Cada férmula
nos dd uma sequéncia de simbolos. Primeiramente, detectamos o cumprimen-
to da férmula (quantidade de simbolos) na posi¢do de expoente do nimero 2.
Uma sequéncia do tipo (50,81, .,8,_1) tem n termos. Depois, os simbolos
sdo listados nas respectivas posi¢des de expoentes dos primos. Assim, por ex-

emplo, a férmula = 7 x, (x0<0) serd codificada pelo nimero:
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25% 3% 5" x7*x11'x 13*x 17°x 19* x 23°

Este € o seu nimero de godel. Note que nimeros sdo objetos do domi-
nio de modelos da linguagem da Aritmética. O modo de se referir indireta-
mente, portanto, aos objetos codificados por nimeros de godel é através dos
respectivos numerais, estes sim termos da linguagem da Aritmética. Vamos
distinguir nimeros de numerais por meio da notacdo em negrito. Assim, 0 é o
numeral que denota, na interpretaciio padrio, o nimero zero." Ademais, ' € '
¢ o numeral do nimero de godel da expressao e.

Todavia, para que sejamos capazes de falar indiretamente sobre for-
mulas na linguagem da Aritmética € antes necessario que possamos represen-
tar as funcoes e relacdes definidas sobre elas. Por exemplo, para dizer que
=(5(0)<0) € o resultado de se substituir todas as ocorréncias de X, por s(0)
na férmula = (x,<0), temos também de representar a relacio entre estas ex-

pressoes, ndo basta codifica-las. Isto nos leva diretamente a definicdo seguinte.

Representabilidade: seja / uma fun¢io de aridade 7 e 2" uma teoria
aritmética de primeira ordem. Assim, f€é representdvel em 2 sse exis-
te uma férmula @ (de aridade n+1) na linguagem da Aritmética, tal
que,

f(kl""»kn>:m SSeZ|_Vy(®(rkl—I"'-yrknj’y)Hy:rmj)M

Definibilidade € a contraparte semantica da no¢do de representabilida-
de. No caso das teorias aritméticas, diremos que a fungdo f € aritmeticamen-
te definivel sse f € representdvel em V. Ou seja, | (ky,...,k,)=m sse
@("k,",....,"k,"."m") & verdadeira no modelo padrdo da linguagem da
Aritmética.

Como dissemos antes, todas as fungdes recursivas sdo representaveis
nas extensoes de Q, portanto, de acordo com a Tese Church-Turing, todas as

funcdes efetivamente computéveis sdo representdveis em Q. Estamos particu-

13 s . . ~ . -
Para facilitar a leitura de férmulas, quando o contexto ndo produzir ambiguidade entre
ndmero e numeral, vamos evitar a utilizacdo de negrito.

14 Lo . 4 . . .
Podemos também dizer que uma relaciio R é representidvel em uma teoria sse sua funcio
caracteristica € representavel nessa teoria.
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larmente interessados em um grupo de fungdes, aquelas funcdes sintdticas ne-
cessarias para a construgdo de sentencas autorreferenciais.

A funcio sintdtica que iremos utilizar para a construc¢do de autorrefe-
réncia é a diagonal. A diagonal de A ¢ Fx(x="A"AA). Dada a codificagio
por nimeros de godel introduzida anteriormente, podemos utilizar a fung@o
numeérica associada, diag(x), que leva de ndmeros para nimeros, de gn (A)
para gn(Fx(x="A"AA)), por exemplo. Nio é dificil ver que diag(gn(A))
¢ efetivamente computavel (para qualquer férmula A). Grosso modo, o proce-
dimento consiste em formar o nimero de godel de A, o seu numeral e en-
caixa-los na codificacdo do nimero de godel da diagonal de A. Portanto,
existe uma férmula, Diag (x , y), na linguagem da Aritmética, tal que,
diag(n)=k sse QF V y(Diag(n,y)e y=k). Isso é suficiente para demons-
trar o resultado que garante a existéncia de sentencas autorreferenciais em to-

das as extensdes de Q, o Lema Diagonal (LD):

Lema Diagonal: seja 2" uma teoria de primeira ordem que representa
todas as funcdes recursivas e B(x) uma férmula qualquer da sua lin-

guagem.” Assim, existe uma sentenga G, tal que,
SHGeB("GT)

Demonstracao: considere a férmula 7 y(Diag(x, y)/\ B ( y)), abreviadamente,

F. Compute agora a diagonal de /. Obtemos assim a sentenga G
Fx(x="F ")Ady(Diag(x,y)AB(y))

Grosso modo, a sentenga G diz que existe uma diagonal de F e que ela satis-
faz B. A diagonal de F, entretanto, é a sentenca G, ela mesma. Assim, G diz
de si mesma que ela é B. Classicamente, isto implica que i)
SEGe Ty(Diag(" F 7, y)AB(y)). Além disso, a representabilidade de

diag garante que ii) ZI—\/y(Diag('_F—':y)Hy:rG—'), Logo, por i e ii,

15 el . ~ -
Por razdes didaticas, estamos considerando uma versido mais simples do (LD) e nos res-
tringindo as férmulas nas quais apenas uma varidvel ocorre livre.
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SHFGe 3 y( y="G " AB(y)). Por sua vez, isso implica classicamente que
SHFGeB("GT)s

Assim, todas as teorias que sejam capazes de representar as fungdes
recursivas incluem sentengas autorreferenciais. Como vimos, a funcio diago-
nal é efetivamente computdvel e, pela Tese Church-Turing, todas as func¢des
efetivamente computaveis sdo recursivas. Todas as fungdes recursivas sdo re-
presentdveis em todas as extensdes de Q. Logo, todas as extensdes de Q inclu-
em sentencas autorreferenciais. Veremos em breve que isto impde
importantes limites para teorias aritméticas, limites relacionados diretamente
aos paradoxos apresentados na primeira parte. Antes, precisamos introduzir o

Esquema T.

3.2. O Esquema T

Vamos tratar adiante de outra importante propriedade de teorias que
precisa ser previamente definida, a propriedade de conter o seu proprio predi-
cado-verdade. Grosso modo, uma teoria que contém seu proprio predicado-
verdade € uma teoria que permite expressar fatos acerca da verdade ou falsi-
dade das sentencas da propria linguagem na qual € formulada. De modo mais
rigoroso, uma teoria 2 contém seu proprio predicado-verdade sse: i) Existe
um predicado T’ (x) na linguagem de 2, tal que, para toda sentenca A na lin-
guagem de 2, existe um termo ' A ' de 2 que representa um nome de A em

2. ii) 2 acarreta todas as instancias do Esquema T, qual seja:
T(TA7)eA

Em Tarski (1935) e Tarski (1944), o Esquema T € parte essencial da
caracterizagdo de um predicado-verdade. O Esquema T garante que o predi-
cado em questdo seja de fato um predicado-verdade, ou seja, € satisfeito por
todas, e somente, as sentengas verdadeiras da linguagem. Neste sentido, dize-

mos ainda que o Esquema T garante a adequag¢@o material do predicado. Co-

A demonstracio resumida acima leva em considerac@o a pobreza de termos da linguagem
da Aritmética. Para uma versdo mais intuitiva do (LD), considere a seguinte versdo aniloga
de funciio diagonal: diag*(A) = A(" A™). Considere a férmula F seguinte: B(diag*(x)). Com-
pute diag*(F), obtendo a sentenca G, qual seja, B(diag*(" B(diag*(x)) ")). Note que a senten-
ca G diz que a diagonal de F € B, mas a diagonal de F € a sentenca G, ela mesma.
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mo apontado em Haack (1978, pp.144-145), dada uma linguagem L e duas
definicdes alternativas de verdade para as sentencas de L, D, e D,, se ambas
forem materialmente adequadas, ambas terdo exatamente a mesma extensao."’

Tarski obteve importantes resultados positivos na constru¢do de defi-
nicdes de verdade. Tais defini¢des estdo limitadas por um resultado negativo
igualmente importante, o Teorema da Indefinibilidade. Grosso modo, o teore-
ma de Tarski impde certos limites ao poder expressivo de linguagens, limites
especialmente relacionados aos requisitos para o fechamento semantico de
uma linguagem. Uma linguagem € semanticamente fechada sse ela € capaz de
expressar os fatos relativos a sua propria semantica (interpretagdo). Uma lin-
guagem semanticamente fechada deve conter seu proprio predicado verdade e
acarretar todas as instancias do Esquema T. Como veremos a seguir, Esquema

T e (LD) s3o conjuntamente inconsistentes.

3.3. O Teorema da Indefinibilidade

O Teorema da Indefinibilidade (TI) foi demonstrado primeiramente
por Tarski (1935). Embora Tarski ndo utilize a terminologia e os métodos
aqui esbocados, demonstra essencialmente o mesmo resultado. A ideia é que
se uma teoria é forte o suficiente para satisfazer os requisitos do (LD), entao

ela ndo pode consistentemente conter o seu proprio predicado-verdade.

Teorema da Indefinibilidade: Seja 2 uma teoria de primeira ordem
classica que representa todas as fungdes recursivas. Assim, se 2 é con-

sistente, 2" ndo pode conter o seu préprio predicado-verdade.

Demonstragdo: suponha que 2 € uma teoria que contém o seu préprio predi-
cado-verdade. Assim, existe um predicado 7 (x) na linguagem de =, tal que,
para toda sentenca A na linguagem de 3, HT(" A7) A, ou seja, 2 acar-
reta todas as instancias do Esquema T. Pelo (LD), se 2" representa todas as
funcdes recursivas e T (x) é uma férmula da sua linguagem, entdo, existe uma

sentenca G da sua linguagem, tal que, S G < =T ("G ") (se T (x) é férmu-

17 . . . . . . ..
Tarski toma por linguagens sistemas formais, ou seja, linguagens formais interpretadas e
acompanhadas de um conjunto de axiomas e regras de derivacdo.
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la, =T (x) é férmula). Pelo Esquema T, 2 T("G7)«G. Pela transitivida-
de da bicondicional, > FT("G)e=T("G 7). Logo, 2 € inconsistente."

Outro modo de enunciar o Teorema de Tarski recorre a nogdo de defi-
nibilidade aritmética. Pelo que vimos anteriormente, o conjunto das sentencas
verdadeiras da linguagem da Aritmética no modelo padrdo € aritmeticamente
definivel sse existe uma formula T (X) na linguagem da Aritmética, tal que, A
¢ verdadeira no modelo padrio (ou seja, V= A) sse T (" A7) é verdadeira no
modelo padrio (ou seja, V = T(" A7), pois vimos que definibilidade aritméti-
ca equivale a representabilidade em V), para qualquer sentenga A da lingua-
gem da Aritmética. Assim, o conjunto das sentengas verdadeiras no modelo
padriio é aritmeticamente definivel sse VA < T(" A7), para toda sentenca
A da linguagem. Entretanto, V' é uma extensdo de Q, portanto representa to-
das as fungGes recursivas. Por (LD), existe uma sentenca G, tal que,
VEGe-T("GT). Por reducdo, concluimos que o conjunto das sentengas
verdadeiras da linguagem da Aritmética no modelo padrdo ndo € aritmetica-
mente definivel (ndo € representdvel em V). Isto significa, entre outras coisas,
que V ndo € recursivamente axiomatizavel e que, portanto, as teorias aritméti-
cas humanamente manusedveis sdo incompletas (existem sentengas aritméti-
cas que elas ndo podem demonstrar nem refutar).

Como dissemos antes, (TI) espelha os mentirosos em um cenario es-
tritamente formal. A ideia € que os mentirosos resultam de certas aplicagdes
do (LD) em teorias semanticamente fechadas (ou seja, teorias que contenham
seu proprio predicado de verdade). A senteng¢a G introduzida na prova do teo-
rema funciona exatamente como uma versao do Mentiroso Reforcado. Incen-

tivamos o leitor a verificar como as outras versoes seriam formalizadas.

4. Abordagens filosoficas

O Teorema da Indefinibilidade de Tarski, como vimos, ndo € um pa-
radoxo, mas um resultado formal a respeito do conceito de verdade. Todavia,

este teorema identifica certos limites que espelham intuitivamente os argu-

18 . ~ L. . .

Se uma teoria demonstra A © —A, entdo ela € inconsistente. Alids, este fato pode ser de-
monstrado sem pressupor o (PTE) ou qualquer outra regra ndo intuicionista, apenas Conse-
quentia Mirabilis.
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mentos anteriormente classificados como paradoxos. Nao € claro, entretanto,
qual seja exatamente a licdo que podemos extrair do teorema de Tarski acerca
dos paradoxos.

Grosso modo, o teorema de Tarski nos diz que uma teoria semantica-
mente fechada e classica serd também inconsistente. Nestas circunstancias,
como vimos, o Lema Diagonal estabelece a existéncia de sentencas mentiro-
sas, como as sentengas (1)-(5) da segunda secdo. Na presenca de tais senten-
cas, do Esquema T e da Ldgica Classica, somos levados a inconsisténcia e a
trivialidade.

Mesmo as teorias aritméticas mais fracas, como vimos, satisfazem os
antecedentes do Lema Diagonal. Neste caso, as sentencas paradoxais funcio-
nam como provas por reducdo ao absurdo da indefinibilidade, tais teorias ndo
sdo semanticamente fechadas, ndo possuem seu proprio predicado-verdade. E
quanto a linguagem natural? Podemos extrair alguma licdo desse resultado
formal para a linguagem natural?

A linguagem natural estd contaminada de ambiguidades, vagueza e to-
do tipo de imprecisdo que inviabiliza a sua formalizacdo. A conclusio de

Tarski neste ponto € bastante prudente:

Nossa linguagem cotidiana nio é, com certeza, uma linguagem com
uma estrutura especificada com exatiddo. Ndo sabemos precisamen-
te quais expressdes sdo sentengas, e sabemos em grau ainda menor
quais sentengas devem ser tomadas como afirmdveis. Assim, o pro-
blema da consisténcia ndo tem um significado exato com respeito a
essa linguagem. No melhor dos casos, podemos apenas arriscar o
palpite de que uma linguagem cuja estrutura tenha sido exatamente
especificada, e que se assemelhe a nossa linguagem cotidiana o mais
possivel, seria inconsistente (TARSKI, [1944], 2006, p. 170).

A linguagem natural ndo é uma linguagem formal, mas podemos cer-
tamente tentar construir linguagens e teorias que espelhem (ainda que parcial-
mente) o conceito ordinario de verdade. Como vimos, ndo existe uma teoria
classica e consistente que contenha o seu proprio predicado-verdade e repre-
sente todas as funcgdes recursivas. A questdo que podemos nos colocar agora
é: estes requisitos sido todos essenciais para o conceito ordindrio de verdade?
Este € o problema filoséfico levantado pelos mentirosos. Diferentes tentativas

de resolver o paradoxo pretendem argumentar contra um ou mais destes re-
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quisitos, revisando de algum modo nossa compreensdo acerca da linguagem
natural e do conceito ordindrio de verdade. Existe uma literatura imensa de
tentativas de solucdo ao paradoxo do Mentiroso. Nao pretendemos sequer es-
bocar aqui uma classificac@o desta literatura. No que segue iremos apenas te-
cer breves comentarios sobre as principais familias de solugdes."”

As abordagens hierarquicas sio baseadas em hierarquias geradas
pelas restri¢gdes impostas pelo (TI). O predicado-verdade de uma linguagem L
pode ser introduzido na sua metalinguagem ML, desde que ML seja essencial-
mente mais rica do que L, ou seja, desde que L ndo seja capaz de expressar
ML em si mesma. Teremos assim, uma hierarquia de linguagens, onde o pre-
dicado verdade de cada linguagem € sempre introduzido na sua metalingua-
gem. Para dar um exemplo, considere a linguagem da Aritmética de primeira

ordem na interpretacdo padrdo. Assim, teremos a seguinte hierarquia:

[0,s,+,x,<}

O)S)+)Xy<y Tl}

LO
L,=|
L,={0,s,+,%,<,T,T,]

Nesta hierarquia, a partir do estdgio 2, um predicado-verdade € intro-
duzido em cada estdgio e este funciona como o predicado verdade da lingua-
gem cujo estdgio lhe antecede. Assim, 7' é o predicado-verdade de L, T, € o
predicado-verdade de L,, etc. A interpretagiio fornecida para L, € a interpre-
tacdo padrio e, em qualquer estigio 7, o predicado introduzido nesse estagio
(qual seja, 7',,_,) deve satisfazer uma versio restrita do Esquema T, ou seja,
T,_1(" A7) e A (para qualquer sentenca A de L,,_,).

Note que os requisitos do (LD) continuam disponiveis para todas as
linguagens em todos os estdgios da hierarquia. Assim, se 2, é o conjunto das
sentencas verdadeiras da linguagem L,,, entdo, 2, é a extensdo do predicado

T, em L,.. Pelo (LD), existe uma sentenca G de L,, tal que,

' para uma apresentacdo mais detalhada das teorias aqui esbocadas, recomendamos Barrio
(2014) e também Cardoso (2018). Uma apresentacdo mais completa (embora menos deta-
lhada) desta literatura pode ser encontrada no verbete Liar Paradox da Stanford Encyclope-
dia of Philosophy, escrita por JC Beall, Michael Glanzberg e David Ripley. O texto estd dis-
ponivel no seguinte endereco eletronico: https://plato.stanford.edu/entries/liar-paradox/.
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S,F=T,.("G") G, jdque Ty x) é uma férmula de L, e = é uma ex-
tensio de (. Pela versio restrita do Esquema T, temos que
ST, (A7) oA, para toda sentenca A de L,,. Neste caso, entretanto, a
transitividade da bicondicional ndo parece mais implicar inconsisténcia, como
antes.

A principal objecdo que tem sido apresentada contra as solucdes hie-
rarquicas € que elas parecem impedir qualquer aproximacdo ou espelhamento
dos aspectos essenciais da linguagem natural por parte das linguagens formais.

Citando Tarski:

Um traco caracteristico da linguagem coloquial (ao contrério de v4-
rias linguagens cientificas) € sua universalidade. Néo estaria em har-
monia com o espirito desta linguagem se, em alguma outra lingua-
gem, ocorresse uma palavra que nao pudesse ser nela traduzida. Po-
der-se-ia alegar que ‘se podemos falar de modo significativo sobre
alguma coisa que seja, também podemos falar a respeito dela na lin-
guagem coloquial (TARSKI, [1935], 2006, p.32).

O poder expressivo da linguagem natural parece ser, de fato, uma de
suas caracteristicas essenciais. Como disse uma vez Millor Fernandes: “se
uma imagem vale mais do que mil palavras, entdo diga isto com uma ima-
gem”. Por outro lado, como vimos, linguagens de primeira ordem classica-
mente interpretadas e semanticamente fechadas sdo inconsistentes. Isto parece
indicar que todos os modos consistentes de se preservar o poder expressivo da
linguagem natural envolvem necessariamente a adocdo de interpretacdes ndao
cldssicas.

As abordagens nao classicas dos paradoxos consistem em tentativas
de evitar os paradoxos por meio de ajustes em relacdo a logica cldssica. Va-
mos falar muito brevemente de apenas dois tipos de solucdes nado cléssicas,
aquelas que admitem lacunas de valores-verdade (truth-value gaps) e aquelas
que admitem aglutinacdes de valores-verdade (fruth value gluts).

Os defensores de lacunas (gaps) alegam que uma teoria que espelha o
conceito ordindrio de verdade deve admitir que algumas sentengas nao possu-
em valor de verdade, nio sdo verdadeiras nem falsas. Tomemos como exem-
plo o Mentiroso Simples, a sentenca (1) que diz de si mesma que ela é falsa.

Assim, (1) € verdadeira sse (1) € falsa. O problema parece presumir que (1)
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possua valor de verdade. Se recusarmos este pressuposto, o paradoxo inicial-
mente parece desaparecer. Como vimos, esta ideia precisa ser cuidadosamen-
te detalhada, pois a mera adog¢do de lacunas resolve o Mentiroso Simples sem
resolver o Mentiroso Reforcado.

Em seu trabalho especialmente importante sobre lacunas, Kripke
(1975) mostrou que uma teoria de primeira ordem pode satisfazer os requisi-
tos do (LD) e conter seu préoprio predicado de verdade, desde que este predi-
cado seja apenas parcialmente interpretado. Assim, na teoria de Kripke, 7' é
interpretado parcialmente, a partir dos conjuntos /| (a extensdo de T) e I, (a
antiextensdo de 7). Esta interpretacdo deve ser consistente, ou seja, I'nrl,¢g
vazio. Além disso, se esta interpretacdo vai de fato garantir que a teoria em
questdo contenha seu proprio predicado verdade, a extensdo de 7" deve coinci-
dir com o conjunto de sentencgas verdadeiras da linguagem da teoria e a anti
extensdo de 7" deve coincidir com o conjunto das sentengas falsas da lingua-
gem da teoria.

Para cada par (I',,I',) que adotamos como interpretacdo de 7, obte-
mos um modelo da linguagem em questdo e, consequentemente, um par

(A,, A,), correspondente aos conjuntos das sentengas verdadeiras e falsas da
linguagem em questdo na interpretacdo dada. Isto também depende do esque-
ma de interpretacdo que estamos utilizando para os simbolos 16gicos. Cada
esquema de interpretagdo vai determinar um operador J definido sobre pares
(I",,I',) de conjuntos de sentencas da linguagem. J (I',,I',) = (A, A,) sse
A, é o conjunto de sentencas que resultam verdadeiras na interpretacio
(I',,I',) e A, é o conjunto das sentengas que resultam falsas na interpretacdo
(I'",, I',).” Nestes termos, o fechamento semantico, para Kripke, consiste em
uma interpretacdo que atribua um par (ry,r,) a T, tal que
J(I'y,I5)=(A,, A,). Tais interpretagdes sio também chamadas de pontos fi-

xos. (Vamos nos restringir aos pontos fixos consistentes).

20 . . . ~ . ~ ~ .

Mais precisamente, a interpretacdo (I';,I';) é a extensdo do modelo padrio da linguagem
em questdo pela inclusdo de I' como extensdo de T e I'> como antiextensdo de 7, de acordo
com o esquema de interpretagdo associado a J.
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Como veremos, pontos fixos consistentes terdo de ser interpretacoes
parciais. O par (), I,) é uma interpretaciio parcial sse /', U1, #S onde S, é
o conjunto das sentencas da linguagem em questdo. Na medida em que vamos
admitir interpretacOes parciais, precisamos adotar esquemas nao classicos de
interpretacdo dos simbolos 16gicos. Diferentes esquemas poderiam ser utiliza-
dos aqui. A Unica restricdo € que tais esquemas devem preservar a monotoni-
cidade sobre as interpretacdes de 7. Grosso modo, isto quer dizer o seguinte:
seja J(I',1,)=(A,,4,) e J(I'5,T,)=(A5,A,). Assim, J é um operador
monotdnico sse I 1 & 'ye I, ST, implica que A, & A; e A, A,

Kripke mostrou que os operadores monotdnicos possuem pontos fixos
e, portanto, que existem interpretacdes parciais que estendem a interpretacao
padrdo da linguagem da Aritmética para uma linguagem que, de certo modo,
contém seu proprio predicado-verdade. A rigor, a existéncia de lacunas invia-
biliza a validade irrestrita do Esquema T. Podemos, entretanto, manter o es-
quema na forma inferencial.”

Os modelos de Kripke fornecem ainda uma ferramenta técnica que
permite representar importantes distingdes entre as sentencas autorreferenci-
ais exploradas na segunda sec¢@o, como as sentencas infundadas, as sentencas
paradoxais, 0os mentirosos contingentes € as sentencas up for grabs. Grosso
modo, as sentencas infundadas sdo aquelas que ndo pertencem ao ponto fixo
minimo. As sentengas paradoxais sdo aquelas que pertencem a nenhum ponto
fixo (como as sentencgas (1) a (5) e (9), colocadas na segunda sec@o). Algumas
sentencas infundadas ndo sdo paradoxais, como o fruth teller (8). Note ainda

que as sentencas (6) e (7) sdo autorreferenciais, mas nada impede que elas se-

2 Kripke néo privilegia um esquema monoto6nico particular, mas apresenta algumas diferen-
cas entre adotar trés esquemas muito importantes: Kleene Forte, Kleene Fraco e as Sobreva-
loragdes. Explorando os diferentes pontos fixos obtidos por estes diferentes esquemas, Krip-
ke pdde tragar importantes caracteristicas das sentencas mentirosas. O esquema forte de
Kleene (K3), formulado em Kleene (1952), desempenha papel especial na teoria. Para uma
breve compreensdo deste esquema (seu fragmento proposicional), considere as seguintes re-
gras: i) Negacdo: ~A € verdadeira sse A € falsa. A é falsa sse A € verdadeira. De outro mo-
do, A ndo tem valor. ii) AVB € verdadeira sse A é verdadeira ou B ¢é verdadeira. AVB € falsa
sse A e B sdo falsas. De outro modo, AVB nao tem valor.

2 Afinal, se A ndo tem valor, entio 7("A”) ndo tem valor. Neste caso, em ks, T(TA7)A
também ndo tem valor. Ndo obstante, M é modelo de T(" A™) sse M é modelo de A. Pode-
mos também expressar a forma inferencial do Esquema T com as Regras T. i) Introducio de
T: A implica logicamente T(" A™). ii) Eliminacéo de T: T(" A™) implica logicamente A.
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jam incluidas na extensdo de T em certos pontos fixos e isso ndo parece arbi-
trario (como o valor de (8) nos modelos em que tem valor). Finalmente, o va-
lor de (9) depende de fatos contingentes. Se, de acordo com o modelo
adotado, existe vida em Trappist-1, entdo (9) € infundada neste modelo. Se
ndo existe vida em Trappist-1, (9) € falsa neste modelo.

A principal objecdo frequentemente levantada as lacunas € que tais
abordagens parecem deixar livre o caminho para o Problema da Vinganga.
Este problema, de certo modo, também parece denunciar perda de poder ex-
pressivo das teorias. Vejamos informalmente o argumento que leva a ele.

Suponha que 2" é uma teoria de primeira ordem que satisfaz os requi-
sitos do (LD), é parcialmente interpretada (pelas regras de K;) e contém um
predicado 7" que valida as Regras 7. Neste caso, (LD) garante a existéncia de
sentencas mentirosas, mas isto ndo leva a paradoxos, pois estas sentencas nao
estdo nem na extensao nem na anti extensdo de 7. Podemos ver, do lado de
fora de 2, que ela € livre de paradoxos, mas ndo podemos expressar iSO em
2. Se (1) ndo possui valor de verdade, T (1) e =T (1) também ndo possuem
valor de verdade, entdo nao podemos tornar verdadeira a sentenca que diz que
(1) ndo é verdadeira. Suponha que adiciondssemos a linguagem de 2" o predi-
cado Gap(x) verdadeiro de todas e somente as lacunas (i.e., as sentencas nem
verdadeiras nem falsas). Ora, neste caso, (LD) nos permitiria obter uma sen-
tenca G 'que diz de si mesma que ela € falsa ou lacuna (aplicamos o lema a
formula =7 (x)VGap (x)). Estamos de volta com os paradoxos, pois se G ' €
uma lacuna, entdo G ' € verdadeira, se G ' € falsa, ela é verdadeira, mas se G '
€ verdadeira, entdo, € falsa ou lacuna. Kripke (1975) reconheceu o problema

da vinganca como um limite para o seu proprio método, nas suas palavras:

(...) as sentencas do Mentiroso ndo sdo verdadeiras na linguagem
objeto, no sentido de que o processo indutivo nunca as torna verda-
deiras; mas estamos impedidos de dizer isso na linguagem pela nos-
sa interpretacdo da negagdo e do predicado verdade. Se nds pensar-
mos no ponto fixo minimo, digamos sob a valoracdo de Kleene, co-
mo dando um modelo da linguagem natural, entdo o sentido em que
nés podemos dizer, em linguagem natural, que a sentenga do menti-
roso ndo € verdadeira deve ser pensada como associada com algum
estdgio posterior no desenvolvimento da linguagem natural, em que
o falante reflete sobre o processo de geracdo conduzindo ao ponto
fixo minimo. Isso ndo € em si mesmo parte do processo. A necessi-
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dade de ascender a uma metalinguagem pode ser uma das fraquezas
da presente teoria. O fantasma da hierarquia de Tarski ainda estd
conosco (KRIPKE, 1975, p. 714).

Tendo isso em vista, o poder expressivo proprio da linguagem natural
coloca limites em uma abordagem de lacunas para lidar com o Mentiroso. Se
pretendemos, de algum modo, lidar com as caracteristicas intuitivas da lingua-
gem natural, uma abordagem de lacunas parece ndo ser adequada a esse pro-
grama.

Tedricos dialeteistas, como Graham Priest, sustentam que o dialeteis-
mo supera o problema da vinganca, ndo sofrendo limitagdes de expressivida-
de. O custo para conquistar o poder expressivo estaria justamente em assumir
aglutinacoes (gluts).

Dialeteismo € a visdo de que hd contradi¢des verdadeiras (dialeteias).
Na perspectiva dialeteista, a resiliéncia do Mentiroso diante dos tratamentos
consistentes estaria mostrando justamente que hd contradi¢des verdadeiras e
que, portanto, o dialeteismo € o tratamento adequado para o paradoxo. Nessa
abordagem, a sentenca do mentiroso resulta verdadeira e falsa (uma aglutina-
¢do). Para defender esse ponto, normalmente é empregado o cardter semanti-
camente fechado da linguagem natural e a alegacdo de que a maioria das
tentativas de impedir a contradi¢@o viola algum recurso intuitivo das linguas
naturais que leva ao paradoxo. Como o paradoxo surge na linguagem natural,
a partir de recursos bdsicos, tratar o Mentiroso, na perspectiva dialeteista, é

assumir que hé contradicdes verdadeiras.

De maneira geral, tais paradoxos como o Mentiroso fornecem algu-
ma evidéncia para a tese dialeteista que algumas contradi¢cdes sdo
demonstravelmente verdadeiras, no sentido que elas sdo implicadas
por fatos manifestos sobre as linguas naturais e nossos processos de
pensamentos. Os paradoxos do Mentiroso estendido como ‘Esta sen-
tenca ndo € verdadeira’ sdo expressdaveis no portugués ordinario. Su-
as caracteristicas paradoxais, como os dialeteistas salientam, sdo de-
vidas justamente as caracteristicas intuitivas da linguagem ordindria
(PRIEST, BERTO, WEBER, 2018, p. 20).

Segundo Priest (2006, p. 24), a consisténcia da linguagem natural s6

pode ser adquirida ao diminuir a sua capacidade expressiva de algum modo.
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Assim, com base no fendmeno da vinganca, um argumento a favor do diale-

teismo pode ser estabelecido através do seguinte dilema:

D1: qualquer teoria da verdade em uma determinada lingua natural se-

rd incompleta ou aglutinada (glutty).

O dilema colocado por meio da disjun¢do é demonstrado a partir do
proprio Mentiroso. Ou evitamos a forca expressiva da linguagem, impedindo
0 Mentiroso (e, portanto, a aglutina¢do), ou permitimos toda expressividade e
derivamos o Mentiroso. No primeiro caso, a teoria é incompleta em sua forca
expressiva e a disjun¢d@o vale. No segundo caso, ao permitir toda capacidade
expressiva da linguagem, temos meios para construir o Mentiroso e, assim, a
disjuncio também vale. Dessa forma, de acordo com os argumentos de Priest,
devemos aceitar o dialeteismo. Na visdo de Priest, a completude expressiva é
adquirida por um preco ndo tdo dificil de pagar: aglutinagdes. Levando em
consideragio esse argumento, a teoria de aglutinagdes decorre da promessa de
completude expressiva.

O dialeteismo afirma que algumas contradicdes sdo verdadeiras, mas
ndo que tudo € verdadeiro. Assim, uma légica paraconsistente deve ser adota-
da para evitar a trivialidade, restringindo o (PE). Priest (1979) concebe uma
l6gica, intitulada Ldgica do Paradoxo (LP) que, segundo ele, é adequada para
modelar contradi¢cdes verdadeiras, como a do Mentiroso, sem trivialidade. LP
tem sentencas que sdo “somente verdadeiras”, “somente falsas” e “verdadeiras
e falsas” (aglutinacdes). A atribuicio de valores de verdade € dada a partir de
uma fung¢do do conjunto das férmulas atdmicas no conjunto de valores de ver-
dade, e é estendida para todas as férmulas a partir do comportamento dos co-
nectivos dados pelas tabelas de K;. Diferentemente de K5, onde o terceiro
valor € interpretado como uma lacuna, em LP o terceiro valor € interpretado
como uma aglutinacdo. Outra diferenca € que em LP o conjunto designado
(valores que sdo preservados em inferéncias validas) contém o valor aglutina-
do, além do verdadeiro.

Em LP, o principio de explosio (PE) (AA=AF B) nido vale irrestri-

tamente. H4 modelos que satisfazem AA—A | mas ndo satisfazem B. Isso
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ocorre quando o valor de A € aglutinado (que é designado) e o valor de B é
falso. Note que aqui enunciamos (PE) na forma inferencial e ndo na forma
condicional. Em virtude do TD, clédssicamente, todas as verdades légicas na
forma condicional sdo também teoremas e vice versa. Em LP, a condicional
também pode ser definida por meio da equivaléncia classica entre A— B e
- AV B, Assim, o mesmo contra modelo anteriormente apresentado para a
forma inferencial de (PE) também invalida (MP) e a forma condicional de
(PE) (cf. PRIEST, 2008, cap. 7).

A partir dai, Priest considera que, por meio de aglutinacdes é possivel
modelar a contradi¢do do Mentiroso em LP e ainda preservar a for¢a expressi-
va da linguagem da teoria. Aparentemente, para os que estdo dispostos a assu-
mir que ha contradi¢cdes verdadeiras, o dialeteismo traria algumas vantagens,
sobretudo se considerarmos o poder expressivo da linguagem. Todavia, mes-
mo assumindo contradi¢des verdadeiras, os paradoxos colocam limites para a
abordagem dialeteista. Priest argumenta que o Mentiroso captura a nogdo de
contraditoriedade do quadrado de oposi¢des de Aristételes. Entretato, se con-
siderarmos o resultado do Mentiroso em LP temos que tanto a sentenga do
mentiroso quanto a sua negacdo resultam verdadeiras. Considerando isso, a
negacdo de LP retrataria uma relacdo de subcontrariedade, como foi apontado
por Slater (1995). Ora, se o Mentiroso ¢ entendido como uma contradi¢do
(com o sentido de contraditoriedade) e LP tem uma negacdo com um sentido
mais fraco (a subcontrariedade), entdo LP ndo seria a l6gica adequada para li-
dar com a contradi¢do do Mentiroso, sem trivialidade. Isso romperia com a
promessa dialeteista de lidar com o Mentiroso. Arenhart e Melo (2017) argu-
mentam que o sentido de contradi¢do como contraditoriedade, encapsulado no
Mentiroso, leva a trivialidade, assumindo as préprias exigéncias do dialeteis-
mo. Assumindo essa linha de argumentacdo, a linguagem da teoria dialeteista
ndo seria capaz de expressar o Mentiroso sem trivialidade.

O paradoxo de Curry também apresenta desafios para a abordagem di-
aleteista. Mesmo concedendo que LP captura o sentido de contradi¢do ade-
quado (o que € discutivel), lembramos que a estratégia em LP para evitar a

trivialidade funciona com base na contradi¢do: tome uma interpretacdo em
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que AA-A é designada e B nao designada. Todavia, essa estratégia ndo im-
pede a trivialidade via paradoxo de Curry que, como vimos anteriormente, le-
va a trivialidade diretamente, sem a necessidade da contradi¢do. Assim,
mesmo invalidando a explosdo, o paradoxo de Curry ndo seria evitado e pode-
riamos derivar a trivialidade. Priest (2006) lida com esse problema restringin-
do a regra de contracdo do condicional (Con).”

Todavia, um outro paradoxo do tipo Curry foi colocado, desafiando os
limites do dialeteismo, a partir da no¢do de validade (conhecido como Curry
da validade, ou v-Curry). Uma restricio na condicional material, como foi
feita por Priest (2006), ndo seria suficiente para impedir a trivialidade a partir
de v-Curry. Dada uma linguagem semanticamente completa e uma teoria 2
nesta linguagem dotada de uma rela¢io de consequéncia =, podemos introdu-
zir um predicado de validade para essa linguagem val(" A™," B") para ex-
pressar que B se segue de A em 2. Com isso, é possivel construir uma
sentenca C  (conhecida como sentenca Beall-Murzi) que significa
val("C™," L), onde L significa "tudo € verdadeiro". A partir de principios
muito razodveis sobre a validade, Beall (2015) mostra como podemos chegar
na trivialidade a partir da sentenga C.

Assumindo que a linguagem € completa em sua forca expressiva, ela
ird fornecer ingredientes para a derivacdo da trivialidade e, se estamos seguin-
do a mesma linha de raciocinio que Priest estabeleceu para o caso do Menti-
roso, (i.e., o argumento da completude expressiva via Mentiroso), devemos
endossar a trivialidade, se quisermos manter a completude expressiva e os re-
cursos que levam ao paradoxo disponiveis na linguagem natural. Diante disso,

Beall (2015, p.558) estabelece um segundo dilema da seguinte maneira:

D2: qualquer teoria da verdade em uma determinada lingua natural se-

rd incompleta ou trivial.

Agora, se quisermos evitar a trivialidade, ou devemos evitar a comple-

tude expressiva ou algum principio da linguagem natural que conduz ao para-

 Como dissemos, LP invalida (MP), portanto o paradoxo de Curry ndo é um problema pa-
ra LP. Entretanto, uma condicional que ndo valide (MP) estd muito longe de capturar as in-
tuicdes da condicional da linguagem natural. Entretanto, Priest (2006) apresenta uma condi-
cional intensional que valida (MP) e invalida (Con).
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doxo. Ora, mas segundo o argumento a favor do dialeteismo que vimos acima
(com base em D1) devemos preservar a completude expressiva e os demais
principios que levam ao paradoxo (foi esse o argumento dado para aceitarmos
aglutinagdes via paradoxo do Mentiroso). Beall chama D1 e D2 de “disjun-
coes limitativas”. Assim, diante de D1 e D2, Beall (2015, p. 575) diz: “[p]ari-
dade de raciocinio demanda igual tratamento de ambas disjun¢des limitativas
(e a conclusao tirada dai). Mas, entdo, devemos escolher a incompletude”.

Para evitar a trivialidade, devemos evitar a completude. Com isso,
aglutinagdes perdem a motivacdo. Aglutinacdes foram motivadas pela pro-
messa de completude. Agora, sem completude, ndo temos trivialidade (por
conta do v-Curry), mas também ndo temos aglutina¢des; isto €, sem sentengas
do Mentiroso. Ou seja, se perdemos a completude, perdemos o motivo para
aceitar aglutina¢des. Com isso, o dilema entre completude expressiva e trivia-
lidade parece assombrar o dialeteismo.

Priest tenta lidar com a situa¢do do v-Curry a partir de um sistema
chamado “Dual Bunch Logic” em que ele estabelece dois tipos de conjuncdes:
uma conjuncio extensional e um operador de fusdo. Ndo vamos entrar nos de-
talhes técnicos aqui (para isso, veja PRIEST, 2015). Com esse formalismo, a
trivialidade € evitada, mas o operador de fusdo colocado para resolver o pro-
blema tem pouca conexdo com o comportamento da conjun¢cdo em linguas
naturais. Priest diz que a fusdo € um tipo de conjun¢do que representa uma
aplicacdo funcional que ndo é nem associativa, nem comutativa € nem contra-
tiva. Porém, Priest ndo fornece nenhuma relacdo do operador de fusdo com os
principios presentes nas linguas naturais — algo que esperado pelo um diale-
teista, tendo em vista os argumentos para o dialeteismo via recursos das lin-
guas naturais (cf. PRIEST, 2006, p.09). Além disso, Priest evita a trivialidade
com base no seu formalismo, porém ele ndo oferece nenhuma motivacao filo-
sofica ou razdo independente para restringir a inferéncia do v-Curry, além do
motivo de que v-Curry leva a trivialidade. Sobre oferecer uma razdo indepen-
dente para restringir o tipo de contrac¢do envolvida no v-Curry, Priest (2016,
p.94) apenas remete aos trabalhos dos 16gicos subestruturais, dizendo que nes-

ses trabalhos podemos encontrar, dentre outras coisas, justificacdes filoséficas
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para se restringir a contracdo e, com isso, impedir a derivacdo do v-Curry.
Ocorre que os motivos que poderiam levar a falha do v-Curry, podem levar
também a falha do Mentiroso, como bem apontam “os 16gicos subestruturais”
referidos por Priest (veja, por exemplo, ZARDINI, 2011).

Essa discussdo sobre v-Curry no contexto das logicas subestruturais €
vasta e com varias implicacdes.” A partir dessa discussao entre Beall e Priest
sobre a validade do v-Curry, Arenhart e Melo (2019) sustentam que os critéri-
os de Priest sdo alterados a depender das consequéncias que ocorrem no diale-
teismo. Quando é o Mentiroso que estd em jogo, entdo os recursos que levam
ao paradoxos devem estar todos autorizados, sob pena de ndo termos uma so-
lu¢@o natural para o problema. Assim, o paradoxo esta autorizado e devemos
aceitar o seu resultado: aglutina¢des. Agora, quando temos um paradoxo que
leva a trivialidade diretamente, o critério é modificado, podendo assumir um
formalismo que restringe os principios das linguas naturais que levam ao seu
resultado: a trivialidade.

E interessante mencionar que embora Beall se posicione contraria-
mente ao argumento da completude semantica em favor do dialeteismo, ele
ainda aceita o Mentiroso como uma motivagdo para aglutinagdes. Porém, a
motivagdo de Beall para tomar o Mentiroso como uma evidéncia em favor de
aglutinagdes ndo consiste em um argumento légico, e sim em uma considera-

cdo estética. A conclusio de Beall € a seguinte:

Devemos rejeitar o argumento alvo a partir da versdo da inconsis-
téncia-absoluta da disjuncdo ndo limitativa e o objetivo da comple-
tude para aglutinagdes. Mesmo se, contrariando as aparéncias, a pa-
ridade de razdes ndo exigir uma resposta igual para um perfeito pa-
ralelo da disjuncdo limitativa, a versdes da inconsisténcia-absoluta
da disjuncdo limitativa pde fim em qualquer promessa de uma teo-
ria completa do portugués no portugués; e entdo a promessa de ter
uma tal teoria ao mero custo de aglutinacdes € uma falsa promessa
(BEALL, 2015, p. 580).

Depois dessa conclusdo, Beall (2015, p.583) apenas diz que “o trata-
mento de aglutinagdes surge a partir de consideracdes estéticas: tais Mentiro-

sos simplesmente parecem aglutinacdes”. Porém, consideramos que esse

* Para uma apresentacdo ampla dos tratamentos subestruturais, ver BEALL, GLANZ-
BERG,& RIPLEY, 2018, cap. 7).
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argumento estético € insuficiente para sustentar o dialeteismo (para detalhes,
ver MELO, 2017). Independentemente da viabilidade do argumento estético,
o dialeteismo padece do mesmo problema de seus rivais consistentes: a falta
de forca expressiva da teoria e isso € reconhecido mesmo por alguns dialeteis-

tas, como Beall.

Consideracoes finais

Como vimos ao longo do artigo, o paradoxo do Mentiroso é um para-
doxo importante para a légica, tendo em vista os resultados técnicos relacio-
nados com tal paradoxo, e para a filosofia da ldogica, considerando as
abordagens filoséficas sobre o conceito de verdade que surgiram a partir de re-
flexdes sobre o paradoxo do Mentiroso. Neste artigo procuramos fazer uma
apresentacdo sobre o paradoxo do Mentiroso, destacando alguns desses resul-
tados técnicos e filosoficos relacionados com ele. Além disso, procuramos dei-
xar claro que o paradoxo do Mentiroso parece impor limites que sdo dificeis
de acomodar em teorias que pretendem dar conta do predicado-verdade ordi-
ndrio.

Comecgamos este texto apresentando o paradoxo do Mentiroso para
deixar claro o problema mesmo para os ndo familiarizados com as discussoes
sobre paradoxos e teorias da verdade. A partir dessa apresentagio foi possivel
conferir também alguns pressupostos importantes envolvidos no Mentiroso.
Como tentamos mostrar, existem versdes naturais dos mentirosos apoiadas
em premissas que espelham tracos aparentemente inelimindveis da linguagem
natural e do conceito ordindrio de verdade. Tais versdes nos colocam diante
de um problema filoséfico genuino. Em primeiro lugar, a existéncia de senten-
cas autorreferenciais ndo parece ser considerada consensualmente condicio
necessaria nem suficiente para a deriva¢do dos paradoxos. Além disso, mesmo
em algumas teorias formais (aquelas capazes de representar todas as funcdes
recursivas) existem sentencas que espelham a autorreferéncia. Isto nos levou
ao Teorema da Indefinibilidade de Tarski, pelo qual, nenhuma teoria clédssica
capaz de representar todas as fungdes recursivas pode (consistentemente) con-

ter o seu proprio predicado-verdade.
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Em segundo lugar, o conceito ordindrio de verdade (aquele represen-
tado pelo predicado-verdade da linguagem natural) parece satisfazer o Esque-
ma T e € dificil encontrar bons argumentos contra o fechamento semantico da
linguagem natural. Ou seja, diferentemente do que dissemos acima sobre cer-
tas linguagens e teorias formais, parece dificil recusar que a linguagem natural
contenha o seu préprio predicado-verdade. Finalmente, presumimos que o
conceito ordindrio de verdade seja consistente, ndo trivial e compativel com a
légica cléssica. Ou seja, presumimos que uma teoria da verdade que represen-
te o conceito ordinario de verdade deveria ser uma teoria classica, consistente
e ndo trivial. Como vimos, as principais tentativas de solu¢@o, ainda que avan-
cem importantes resultados para uma melhor compreensdo dos mentirosos e
dos limites estabelecidos pelo Teorema de Tarski, enfrentam problemas muito
semelhantes.

Nas abordagens hierdrquicas e nas abordagens com lacunas temos de
escolher entre perder poder expressivo ou abrir o caminho para versdes mais
fortes do Mentiroso. Neste caso, tentamos a0 menos preservar a consisténcia,
mas temos de pagar com a perda de expressividade.

De outro lado, as abordagens com aglutinagdo invertem essa relac@o,
abrem mao da consisténcia pela recompensa de poder expressivo. Nao € claro,
entretanto, que a recompensa seja obtida. Como expresso pelos argumentos
de Beall (2015), via a paridade de D1 e D2, qualquer teoria da verdade em
uma determinada lingua natural serd expressivamente incompleta ou trivial.
Assim, considerando os argumentos de Beall, as abordagens dialeteistas que
se pretendam ndo triviais serdo também assombrada pelo fantasma de Tarski,
na medida em que ndo podem pagar a promessa da completude expressiva,
mesmo assumindo aglutinagdes.

Considerando os argumentos que foram desenvolvidos por Arenhart e
Melo (2019), indicamos aqui que as abordagens de aglutina¢des até podem se
livrar do fantasma de Tarski, mas, para tanto, terdo que enfrentar o fantasma
da trivialidade. A contradicdo envolvida no Mentiroso parece impor limites
que variam entre a expressividade e a trivialidade. Esse dilema nos permite

afirmar que o paradoxo do Mentiroso diz respeito a um problema genuina-
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mente filoséfico que pode pode ser acomodado por nada menos do que um re-

pudio de parte da nossa heranca conceitual, como observado por Quine

(1966, p.11).
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