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MODELOS PROPOSICIONAIS!
Propositional Models

Frank Thomas Sautter?

RESUMO

Apresento “Modelos Proposicionais”, um jogo de cartas no qual cada carta
contém uma foérmula da Logica Proposicional Cléssica. Esse jogo visa o en-
sino da nogdo de consisténcia logica, e seu projeto ¢ guiado por considera-
coes sobre a informacao semantica veiculada pelas férmulas nas cartas.

Palavras-chave: Ensino de Lodgica. Logica Proposicional Classica.
Informacao Semantica. Consisténcia Logica.

ABSTRACT

I introduce “Propositional Models”, a card game in which each card con-
tains a formula of Classical Propositional Logic. This game aims to teach
the notion of logical consistency, and its design is guided by considerations
about the semantic information conveyed by the formulas in the cards.

Key-words: Teaching Logic. Classical Propositional Logic. Semantic
Information. Logical Consistency.

The rarest of all human qualities is consistency

Jeremy Bentham, An Introduction to the Principles of Morals and Legislation, 1789.

1. Introducao

Shiver (2013) desenvolveu dois jogos de cartas para a pratica ludica
da derivacdo no ambito da Logica Proposicional Classica (LPC). As cartas
desses jogos sdo cartas ldgicas, no sentido de que cada carta contém uma
férmula da LPC. A mecanica desses jogos € a de gerenciamento de mao: ha
uma colegdo de cartas comunitarias e cada jogador recebe uma colecao de
cartas para descartar; uma carta pode ser descartada desde que a formula
nela contida seja derivavel das formulas contidas nas cartas comunitérias; o
objetivo ¢ descartar o maior nimero de cartas. Sautter (2023) desenvolveu

uma metodologia para o projeto do baralho de cartas para os jogos de Shi-
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ver. Essa metodologia é guiada por uma abordagem informacional e impde
dois critérios para o projeto de baralhos de cartas adequados aos jogos de
Shiver: alcancgabilidade (reachability) de uma carta e balango (balance) en-
tre as cartas. Grosso modo, a alcancabilidade consiste em garantir, para cada
carta, a existéncia de um conjunto de outras cartas de tal modo que a formu-
la nela contida seja derivavel das formulas contidas nas cartas desse conjun-
to; esse conjunto de outras cartas ndo pode ser nem muito grande, nem
muito pequeno, para evitar a maxima dificuldade e a méxima facilidade da
derivacdo. Ja o balango consiste em distribuir os cinco conetivos principais
da LPC — a negacgao, a disjuncdo inclusiva, a conjuncao, a condicional mate-
rial e a bicondicional material — nas formulas contidas em cartas, de tal
modo que a frequéncia dos conetivos no conjunto das formulas de cartas do
baralho seja semelhante a frequéncia de sua distribui¢do nos exemplos da-
dos em manuais de logica, por exemplo®.

Os jogos de Shiver concentram-se na tarefa de derivagao, que ¢ uma
das tarefas principais da Logica, mas ndo a unica. O teste e a manutencdo da
consisténcia ¢ uma tarefa logica igualmente importante. Testemunho dessa
importancia € o elenchus* e a obligationes’. Também convém destacar que
nem toda prosa filosofica ¢ argumentativa — Nietzsche e Wittgenstein sdo
exemplos paradigmaticos — mas sempre ¢ possivel, mesmo acerca dos filo-

sofos supra-citados, questionar a consisténcia de seu conjunto de teses®.

3 Nio ¢é dificil de constatar que a negagdo ¢ o conetivo, entre os cinco mencionados, com a
maior frequéncia, ¢ a bicondicional material ¢ o conetivo, entre os cinco mencionados, com
a menor frequéncia em exemplos utilizados em manuais de Logica.

* Elenchus é uma atividade dialética regrada, praticada na Antiguidade Classica, em que o
Respondedor tenta manter a consisténcia de suas crencas perante os ataques do Questiona-
dor. Ver (Castelnérac; Marion, 2009) para uma discussdo detalhada do elenchus, tal como
praticado por Socrates e outros filosofos gregos, e a relagdo do elenchus com a nogdo de
consisténcia logica.

> Obligationes, a exemplo do elenchus, ¢ uma atividade discursiva a dois atores, que, ao
menos em seu estagio inicial de desenvolvimento, visava a manutencdo da consisténcia.
Ver (Dutilh Novaes, 2005) para uma discussdo detalhada da obligationes, tal como pratica-
da pelos filosofos medievais, e a relagdo da obligationes com a nogdo de consisténcia 16gi-
ca. Ver (Angelelli, 1970) para uma exposi¢ao da transformagdo da obligationes de um mé-
todo erotematico, ou seja, um método guiado por perguntas e respostas, em um método ar-
gumentativo.

6 A despeito disso, sdo raros os manuais de Logica que tratam da questdo da consisténcia.
Hodges (2001) trata da questdo no inicio do seu manual, mas rapidamente passa a conside-
rar a avaliagdo de argumentos; Gensler (2016, p. 88-93) tem uma secdo dedicada ao assun-
to, curiosamente situada em um capitulo dedicado a falacias ¢ a argumentagdo. Talvez o
manual de Logica (Informal) em que o assunto ¢ tratado mais séria ¢ completamente seja
(Baggini; Stangroom, 2010).
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Neste trabalho utilizo a metodologia desenvolvida em (Sautter, 2023) para a
criacdo de um jogo de cartas logicas — Modelos Proposicionais (MP) — que
visa a pratica ludica da consisténcia no &mbito da LPC.

Na proxima se¢@o apresentarei o funcionamento de MP, na se¢do se-
guinte utilizarei a abordagem informacional e a metodologia desenvolvida a
partir dela para construir um baralho adequado para MP. Depois apresentarei
algumas estratégias para bem jogar MP. Finalmente, discutirei brevemente
as possibilidades e as limitagdes do desenvolvimento de uma versdo quanti-

ficacional e de versdes para ldgicas polivalentes de MP.

1. Funcionamento

MP ¢ um jogo de baralho em que se utilizam cartas logicas, ou seja,
em cada carta contém uma formula, contingente ou tautologica, da LPC. A

Figura 1 apresenta quatro cartas logicas.

Yy Y 0y
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Figura 1. Exemplo de cartas 16gicas de MP no inicio de uma partida
Fonte: Elaboracdo propria

Cada partida de MP pode ter dois ou trés jogadores’. Cada partida ¢
constituida por multiplas rodadas, de tal modo que a ordem dos jogadores ¢
alterada a cada rodada, visando ndo favorecer qualquer um deles®.

No inicio de uma partida os jogadores tém a pontuacdo zerada. Na

primeira rodada de uma partida, o distribuidor de cartas retira uma carta do

" Dado o funcionamento de MP, explicado a seguir nesta se¢do, e o baralho desenvolvido

na proxima secdo, ¢ desaconselhavel a participagdo de mais do que trés jogadores, porque
alguns jogadores poderiam ter um término precoce de sua participagdo em uma rodada de
uma partida.

8 Se, por exemplo, ha trés jogadores J, J», J3, pode-se estabelecer a ordem de jogo Ji, J», Js,
Ji, ... na primeira rodada, J,, J3, J;, J», ... na segunda rodada e assim por diante. Convém ha-
ver uma quantidade de rodadas em cada partida que seja um multiplo do numero de jogado-
res.
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baralho; essa carta sera a carta-base e, nesse momento, ela € a Gnica carta do
conjunto de base. Ele também distribui trés cartas para cada jogador. A Fi-
gura 1 apresenta um exemplo de carta base (Figura 1(a)) e de mao de um jo-
gador (Figuras 1(b) a (1d)). O jogador da vez deve descartar uma de suas
cartas tal que, quando acrescida ao conjunto de base, esse permanega consis-
tente’. Se isso ndo for possivel, a rodada ¢ encerrada e o jogador ganha um
ponto, caso contrario acrescenta-se a carta descartada ao conjunto de base,
obtendo um novo conjunto de base, e passa-se a vez ao jogador seguinte. Se
todas as cartas de todos os jogadores forem descartadas, a partida é encerra-
da com a pontuacao dos jogadores permanecendo inalterada. Ganha a parti-

da o jogador que, ao término das rodadas, tiver a menor pontuagdo'.

2. Projeto do Baralho

O projeto de um baralho adequado para MP sera guiado por conside-
racdes sobre a informagdo semantica veiculada pelas formulas nas cartas.

Os infons (unidades minimas de informacdo semantica, &tomos in-
formacionais) sdo dados pelos possiveis conjuntivos de formas normais con-
juntivas completas' das formulas relativamente a um dado universo de
varidveis proposicionais. Assim, por exemplo, se o universo do discurso ¢é
constituido pelas variaveis proposicionais P e Q, ha quatro infons, a saber, P
vQ,Pv—-Q,—-PvQ,—-Pv—=Q;e se o universo do discurso ¢ constituido
pelas varidveis proposicionais P, Q e R, hé oito infons, a saber, P v Q v R, P
vQv—-RPVv-QVvR,-PVQVR,Pv-Qv—-R, -Pv-QVvR,-PVvQ
v =R, =P v =Q v —R. Quatro infons geram 16 fungdes proposicionais nao-
equivalentes entre si e oito infons geram 64 func¢des proposicionais nao-
equivalentes entre si. Desde que uma rodada envolve sete cartas, no caso de
dois jogadores, e 10 cartas, no caso de trés jogadores, e, desde que ha uma

recomendacdo para que se realizem ao menos tantas rodadas quantos sdo os

? Observe-se que o conjunto de base ¢ inicialmente consistente, porque ele é composto por
uma Unica carta, a carta-base, e nela esta contida uma tautologia ou uma contingéncia.

A pontuacdo invertida ndo é uma idiossincrasia de MP. Embora pouco frequente, ela
também ocorre em outros jogos e esportes. Por exemplo, na modalidade de Saltos, no Hi-
pismo, ganha o conjunto que, somados tempos e penalidades, obtiver a menor pontuagao.

" A forma normal conjuntiva (completa) de uma formula ¢ uma conjuncéo de disjuncdes.
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jogadores envolvidos, a utilizacdo de um baralho constituido por féormulas a
trés variaveis proposicionais parece ser a decisdo mais correta, porque mini-
miza a possibilidade de repeti¢do de situacdes, sem tornar o jogo excessiva-
mente complexo. Adota-se, portanto, um universo do discurso com as
variaveis proposicionais P, Q e R.

Em termos de informagdo semantica, uma contraditoria ou, em ge-
ral, uma inconsisténcia veicula todos os infons. Por outro lado, parece razo-
avel garantir, ou praticamente garantir, que cada jogador possa descartar ao
menos uma carta antes de se chegar a uma inconsisténcia. Desde que o uni-
verso do discurso € constituido por trés varidveis proposicionais (P, Q e R),
o que implica na existéncia de oito infons, e desde que uma partida inicia
com uma carta-base, se todas as formulas veicularem no maximo dois in-
fons, pode-se garantir, no caso de uma partida a dois jogadores, e pratica-
mente garantir, no caso de uma partida a trés jogadores, que cada jogador
descarte a0 menos uma carta antes que se chegue a uma inconsisténcia.
Além disso, suponha que se queira, na média, que cinco cartas produzam
uma inconsisténcia®. Isso implica que, em média, cada formula veicula 1,6
infons, e € esse o valor utilizado no projeto do baralho.

Na Tabela 1 estdo apresentadas oito férmulas que veiculam um infon
cada uma e na Tabela 2 estdo apresentadas 26 cartas que veiculam dois in-
fons cada uma. Para que se obtenha a média de 1,6 infons por formula, na
Tabela 1 foram acrescentadas quatro tautologias, que ndo veiculam infon al-
gum e, portanto, ndo alteram os modelos aos quais sdo acrescentadas®. O
baralho ¢, portanto, constituido por 34 cartas.

Na Tabela 1 a primeira coluna expressa o nimero da carta; a segun-
da, o namero de infons veiculados pela formula nela contida. Na terceira co-
luna estdo expressos os infons veiculados pela férmula contida na carta;
maiuscula representa a propria variavel proposicional e mintuscula represen-
ta a negacdo da variavel proposicional; por exemplo, PQR representa a dis-

jungdo P v Q v R, enquanto que Pqr representa a disjun¢do P v —Q v —R. A

12" Cinco cartas (quatro, se descontada a carta-de-base) corresponde a dois tercos das cartas
dos jogadores, no caso de uma partida a dois jogadores ¢ quatro nove avos, no caso de uma
partida a trés jogadores, o que garante, na média, nem uma rodada muito curta nem uma ro-
dada muito longa. No célculo utilizou-se o pior cendrio possivel, a saber, que a carta-base e
as cartas descartadas ndo repetem infons.

B As tautologias correspondem aos coringas de um baralho tradicional.
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ultima coluna expressa uma formula tautologicamente equivalente, na lin-
guagem dos cinco conetivos proposicionais usuais, tal como a formula apa-

rece na carta.

Tabela 1. Formulas que veiculam zero ou um infons.

Carta Infons Formula bruta Formula lapidada
1 0 - P> (P>Q)
2 0 - Rv =R
3 0 - ~(QAr—Q)
4 0 - (Q>R) > (=R>—Q)
5 1 PQR PvQvVvR
6 1 PQr Ro(PvQ)
7 1 PgR Q> (PVvR)
8 1 pQR Po>(QVvR)
9 1 Pqr (QAR)DP
10 1 pQr PAR)DQ
11 1 pgR PArQ) >R
12 1 pqr —(PAQAR)

Fonte: Elaboracao propria

A explicacdo dos elementos nas colunas da Tabela 2 ¢ semelhante a
explicacdo dos elementos nas colunas da Tabela 1, a excecdo da terceira co-
luna. Nesse caso a formula bruta ¢ a conjuncao de dois infons. Por exemplo,
“PQR, PQr” representa (P v Q v R) A (P v Q v —=R), e “PQr, pQr” represen-
ta(PvQv-=R)A(=PvQv-R).

Observe-se que o critério de alcancabilidade, aludido na Introdugao,
nao se aplica ao presente caso, porque estamos lidando com a consisténcia e
ndo com a derivagdo. Ja o critério de balango ¢ satisfeito parcialmente, por-
que hé uma frequéncia de ocorréncias da conjuncdo abaixo do esperado, e
nunca como operador principal. Essa situa¢do ¢ explicada pelas restrigdes
impostas as formulas — veiculagdo de, no maximo, dois infons, e, em média,
1,6 infons —, desde que uma conjuncao ¢, em geral, bastante mais informati-

va do que, por exemplo, uma disjung¢do inclusiva.

3. Estratégia

No auxilio ao controle da consisténcia do conjunto de base e da es-
colha de bons lances, sugiro a utilizacdo daquilo que denomino “modelos

parciais”, que sao exemplificados a seguir'.

14 .. . .. . . .
Os modelos parciais assemelham-se aos conjuntos de Hintikka, inclusive em sua estreita
relacdo ao Método dos Tablos Analiticos. Para uma discussao sobre os conjuntos de Hin-
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Considere o conjunto I' = { P > Q, =Q o R}. Construa o tabl6 ana-
litico completo para I', ou seja, o tabld em que todas as expansdes possiveis
foram executadas. A Figura 2 apresenta o tablé completo para I'. Construa a
familia Ar de I', na qual cada elemento ¢ o conjunto dos literais de um ramo
aberto: Ar= {{—=P, Q}, {—P, R}, {Q}, {Q,R}}. Arfornece modelos para T
Por exemplo, {—P, Q} € Ar expressa que qualquer estrutura proposicional
em que P seja falsa (—P seja verdadeira) e Q seja verdadeira ¢ um modelo
para I'. A familia dos modelos parciais Pr de I ¢ tal que Pr= { CeAr: -3C’
€ Ar, C’ < C}. Nesse caso, Pr = {{-=P,R}, {Q}}. Pr seleciona, entre os ele-

mentos de Ar, aqueles que sdo mais liberais, ou seja, aqueles que impdem

menos condigdes restritivas sobre os valores de verdade das variaveis pro-

posicionais.
Tabela 2. Férmulas que veiculam dois infons.
Carta Infons Formula bruta Formula lapidada
13 2 PQR, PQr PvQ
14 2 PQR, PqR PvR
15 2 PQR, pQR QVvR
16 2 PQR, Pqr PV (Q=—R)
17 2 PQR, pQr Qv (P=-R)
18 2 PQR, pgR Rv (P=-Q)
19 2 PQR, pqr PvQVvR)A=(PAQAR)
20 2 PQr, PqR Pv(Q=R)
21 2 PQr, pQR Qv (P=R)
22 2 PQr, Pqr RoP
23 2 PQr, pQr RoQ
24 2 PQr, pgR —-(P=Q)v —(P=-R)
25 2 PQr, pqr Ro>((P=-Q)
26 2 PgR, pQR Rv(P=0Q)
27 2 PqR, Pqr QoP
28 2 PqR, pQr —(P=R) v (P =-Q)
29 2 PqR, pgR Q>R
30 2 PqR, pqr Qo (P=-R)
31 2 pQR, Pqr —(Q=R)v=(P=-Q)
32 2 PQR, pQr PoQ
33 2 pQR, pgqR PoR
34 2 pOR, pqr P> (Q=-R)
35 2 Pqr, pQr Ro(P=Q)
36 2 Pqr, pqR Qo> (P=R)
37 2 Pqr, pqr - (QAR)
38 2 pQr, pgR P>(Q=R)
39 2 pQr, pqr —(P AR)
40 2 paR, pqr —(P A Q)

Fonte: Elaboracao propria

tikka, ver (Smullyan, 1968, p. 26).
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Figura 2. Tabld para a determinagdo de modelos parciais
Fonte: Elaboragao propria

Voltemos ao exemplo da Figura 1, que apresenta o inicio de uma ro-
dada em uma partida. A carta-base ¢ P oQ (Figura 1(a)), cujos modelos par-
ciais sdo {—P} e {Q}. A mdo do primeiro jogador ¢ composta pelas cartas P
v —P (Figura 1(b)), =Q o R (Figura 1(c)) e P A Q (Figura 1(d)). As trés car-
tas sdo compativeis com a carta-base, ou seja, qualquer uma delas pode ser
descartada. Porém os descartes ndo t€ém o mesmo valor estratégico. O des-
carte de P v —P, uma tautologia, ndo afeta o conjunto de base, ou seja, os
modelos parciais do conjunto de base {P > Q, P v —P} sdao {—P} e {Q}. O
descarte de —Q > R, uma contingente, afeta o conjunto de base ao restringir
um de seus modelos parciais, ou seja, os modelos parciais do conjunto de
base {P o Q, =Q o R} sao { =P, R} e {Q}. Ja o descarte de P A Q, uma
contingente, afeta o conjunto de base ao suprimir um modelo parcial e espe-

cializar o outro, uma vez que o Unico modelo parcial do conjunto de base
{P>Q,PAQ} ¢ {P Q}. Portanto, visando trazer dificuldades para os de-

mais jogadores, convém descartar P A Q, uma vez que esse descarte limita

as op¢oes de modelos parciais disponiveis para os adversarios.
4. Expansao

O desenvolvimento de uma versdo quantificacional de MP — deno-
mine-mo-la “Modelos Quantificacionais” (MQ) — ndo ¢ uma tarefa compli-

cada se temos em conta os seguintes resultados e consideragdes:
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Se o universo do discurso ¢ finito, uma formula geral cujo operador
principal ¢ o quantificador universal pode ser expressa como uma
conjungdo. Por exemplo, se ha n individuos no universo do discurso
e ha n constantes individuais k;, uma para cada individuo, a féormula
geral Vx Px pode ser expressa como Pk; A Pks A ... A Pk A Pk,
Semelhantemente, se o universo do discurso ¢é finito, uma foérmula
geral cujo operador principal é o quantificador existencial pode ser
expressa como uma disjuncao inclusiva. Por exemplo, se ha n indivi-
duos no universo do discurso € ha n constantes individuais k;, uma
para cada individuo, a formula geral 3x Px pode ser expressa como
Pk, v Pks v ... v Pk, v Pk,.

Pode-se utilizar formulas atdmicas em que todas os termos sdao cons-
tantes individuais para a formagdo de infons para o projeto de um
baralho para MQ do mesmo modo que utilizamos variaveis proposi-
cionais (férmulas atomicas) para a formacao de infons para o projeto

de um baralho para MP.

Os seguintes exemplos ilustram o procedimento:

Se ha dois individuos no universo do discurso, um deles referido
pela constante individual k; e o outro pela constante individual k», e
h4 um unico predicado monadico P, as formulas Pk, e Pk, sdo utili-
zadas para a formagao dos infons, a saber, Pk,v Pk,, —Pk;v Pk,
Pk,v —Pk, e —Pk,;v —Pk..

Se ha dois individuos no universo do discurso, um deles referido
pela constante individual k; e o outro pela constante individual k,, e
ha um tnico predicado diadico Q, as formulas Qk;k;, Qkik,, Qk.k; e
Qk:k, sdo utilizadas para a formagdo dos infons, a saber, Qkk; v
Qkik> v Qkok; v Qkoks, Qkik; v Qkiks, v Qkoki v —Qkoks, Qkik; v
Qk k; v —Qk:k; v Qkyks, e assim por diante.

O crescimento do nimero de infons ¢ exponencial em relacao ao nu-

mero de constantes individuais e o numero de predicados (e suas aridades)
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utilizados, por isso ¢ recomendavel operar com duas constantes individuais,
cada qual referida a um individuo distinto do universo do discurso, e, no
maximo, dois predicados mondadicos ou, entdo, um predicado diadico.

Contudo, se considerarmos o caso geral, em que pode haver uma
quantidade qualquer de individuos no universo do discurso e uma quantida-
de qualquer de predicados de aridade finita qualquer, a proposta de MQ — a
versdao quantificacional de MP — torna-se invidvel. Ha um resultado de inde-
cidibilidade para a Logica Quantificacional Classica (Mortari, 2016, p. 293-
296) e, em razdo disso, somente ha formas normais parciais para a LQC — as
formas normais distributivas de Hintikka (1965).

Sautter e Piccoli (2022) desenvolveram uma metodologia para a ex-
tracdo de infons em logicas sentenciais polivalentes finitas, o que também
permite a adaptagdo da técnica aqui adotada para o desenvolvimento de ver-
soes de MP para essa familia de logicas. Sautter e Piccoli (2022, p. 8-10)
utilizam técnicas conhecidas de construcdo de tablds para logicas sentenci-
ais polivalentes finitas e utilizam estes tablos para a extracdo de infons, de

maneira andloga a que exemplifiquei na Figura 2 da Secdo 3 deste trabalho.

Consideracoes Finais

Neste trabalho desenvolvi um jogo para o aprendizado e a pratica da
consisténcia no ambito da LPC. Também propus uma estratégia para o bem
jogar deste jogo, que utiliza tablos. Alguns manuais de Logica apresentam o
método de tablds para a LPC, tais como os manuais de Mortari (2016, p.
263-280) e o de Nolt e Rohatyn (1991, p. 185-205), mas muitos outros ndo o
apresentam. Em particular, quando a LPC ¢ apresentada no ambito escolar,
utilizam-se, quase sempre, exclusivamente tabelas de verdade. O uso de ta-
belas de verdade para a determinagdo da consisténcia pode produzir partidas
lentas e enfadonhas de MP. Portanto, a recomendagdo ¢ ou a ampliagdao do
ensino da LPC no ambito escolar pela introdu¢do do método de tablds ou a

utilizacdo de MP apenas no ambito universitario.
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A compreensao plena do projeto do jogo depende do dominio da no-
¢do de informagao semantica', e, esta, depende do dominio das formas nor-
mais da LPC. A exemplo da discussdo sobre consisténcia logica, a discussdo
sobre formas normais da LPC ¢ infrequente em manuais de Logica. Hegen-
berg (2012, p. 81-84) a apresenta, mas ela esta ausente em outros manuais
de Logica, como ¢ o caso do manual de Mortari (2016).

As metodologias tradicionais para o ensino da Logica Formal costu-
mam ser pouco efetivas. Portanto, uma metodologia que incorpore elemen-
tos ludicos, pelo historico de sucesso do ludico no processo de

aprendizagem, pede urgéncia.
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